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Avant-propos

Ces notes ont été rédigées pour le cours d’analyse réelle (MAT189) du baccalauréat en sciences de l'in-
formation quantique de I’Université de Sherbrooke au trimestre d’hiver 2023. Elles sont largement inspirées
des livres Introduction & l’analyse réelle de Labelle et Mercier [3], Real Analysis and Applications : Theory
in Practice de Davidson et Donsig [2], Principles of mathematical analysis de Rudin [4], et Introduction to
real analysis de Bartle et Sherbert [1]. Aucun de ces livres n’est obligatoire pour le cours.



Symboles et notations
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max
min
n!

nombres réels

entiers naturels {1,2,3,4,5,...}
entiers relatifs

nombres rationnels

ensemble vide

infini

pour tout

il existe

inclus dans

appartient a

n’appartient pas a

union

intersection

supremum

infimum

maximum

minimum

factorielle de I'entier naturel n



Chapitre 1

Le systéme des nombres réels

1.1 Qu’est-ce que analyse réelle ?

Le but principal de I’analyse réelle est d’établir une base solide et rigoureuse au calcul différentiel et

intégral. Par exemple, on sait bien que
. sinz
lim =1
x—1 X

)

car quand x « s’approche » de 0, alors 2% « g’approche » de 1. Mais, qu’est-ce que « s’approcher » veut

vraiment dire mathématiquement ? Une fonction continue est une fonction « inintérompue » ou « qui peut
se dessiner sans lever le crayon », mais peut-on définir précisément ce que cela veut dire pour une fonction
abstraite f : R — R qui n’est pas donnée par un dessin ? Par exemple, la fonction

o0

cos(d"mx
f(z) = Z %
n=0
est-elle continue ? Et que veut vraiment dire une somme infinie > /7 Peut-on donner une définition de
I'intégrale fol f(z)dz plus précise que « 'aire sous la courbe » ? Nous allons répondre & toutes ces ques-
tions. En analyse réelle, nous définissons ces concepts de maniére rigoureuse et nous démontrons ensuite
des conséquences de ces définitions. Par exemple, le célébre théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral

b
/ f(@)dz = f(b) - f(a) (1.1)

prendra un tout autre sens : aprés avoir bien défini la dérivée et 'intégrale, ce résultat sera vu comme une
conséquence logique des définitions, démontré hors de tout doute.

1.2 Les axiomes de ’analyse réelle

L’objet d’étude de I'analyse réelle est le systéme des nombres réels, soit I’ensemble R muni de ses opéra-
tions d’addition (z,y) — = + y, de multiplication (z,y) — x -y, et sa relation d’ordre < (plus petit ou égal).
Rappelons que ’ensemble R des nombres réels contient les entiers naturels

N:={1,2,3,4,5,...},

les entiers relatifs
zZ={..,-3,-2,-1,01,2,3,...},

les nombres rationnels

Q={%:a€ZbeN},



ainsi que tous les nombres irrationnels tels que v/2, 7 et e. L’ensemble R est généralement visualisé comme
une droite s’étandant a l'infinie dans les deux directions et contenant tous ses points :

3 1 11
-2 1 V2 e ™ 3

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Remarquez que nous n’avons pas ici donné de définition rigoureuse des nombres réels. Bien que l'idée
d’une droite infinie contenant tous ses points soit relativement claire et intuitive, il est surprenamment difficile
d’en donner une définition assez précise pour construire une théorie solide du calcul différentiel et intégral.
Historiquement, il a fallu attendre la fin du 19e siécle pour qu’on trouve une définition satisfaisante. Compte
tenu du fait que les nombres réels sont utilisés depuis I’ Antiquité, nous avons pris plusieurs millénaires avant
d’y arriver! Définir rigoureusement R est assez laborieux et est plus approprié pour un cours sur la théorie
des ensembles. Heureusement, il existe une autre approche pour faire de I’analyse réelle qui évite ce probléme
délicat et qui est généralement utilisée pour un premier cours. C’est 'approche axiomatique, qui consiste
a énumérer une liste de quelques propriétés élémentaires du systéme (R, +,-, <) qui serviront a démontrer
toutes les autres. Ces propriétés sont toutes assez intuitives (on peut méme dire « évidentes ») et il est clair
que toute définition des nombres réels devra les satisfaire. Voici les trois premiéres :

(A1) (R,+,-) est un corps, c’est-a-dire :
e Associativité. Pour tout z,y,z € R, 2+ (y+ 2) = (v + y) + 2z et z(yz) = (zy)z.
e Commutativité. Pour tout z,y € R, x +y =y + = et xy = yx.
e Distributivité. Pour tout z,y,z € R, z(y + z) = zy + zz.
o Identité additive. 1l existe un élément 0 € R tel que  + 0 = z pour tout = € R.
o Identité multiplicative. 11 existe un élément 1 € R, 1 #£ 0, tel que x - 1 = x pour tout = € R.
e Inverses additifs. Pour tout x € R, il existe un élément —z € R tel que x + (—x) = 0.
o Inverses multiplicatifs. Pour tout  # 0 dans R, il existe un élément 2! € Rtel que z-z~! = 1.
(A2) < est un ordre total, c’est-a-dire :
e Reflexivité. Pour tout z € R, x < =x.
o Antisymétrie. Pour tout z,y € R, six <y et y <z, alors z = y.
e Transitivité. Pour tout z,y,2 € R;six <y et y <z, alors z < 2.
e Totalité. Pour tout x et y dans R, x < y ou y < .
(A3) Les opérations + et - sur R sont compatibles avec la relation d’ordre <, c’est-a-dire :
e Pour tout z,y,z € R, si x <y, alorsx + 2z <y + z.
e Pour tout z,y e R, si 0 <z et 0 <y, alors 0 < xy.

Le systéme des nombres réels n’est pas le seul a satisfaire les propriétés (A1), (A2), et (A3). Par exemple,
le systéme des nombres rationnels Q a les mémes propriétés. La différence fondamentale entre les deux est
que R satisfait au principe de complétude, que nous allons définir plus bas. Pour le définir, nous avons d’abord
besoin de la définition suivante.

Définition 1.1. Un ensemble de nombres réels E C R est borné supérieurement s’il existe un nombre
réel M € R tel que x < M pour tout z € E. Dans ce cas, nous appelons M une borne supérieure. De
méme, un ensemble £ C R est borné inférieurement s'’il existe un nombre réel m € R tel que z > m
pour tout x € E, et nous appelons m une borne inférieure. Un ensemble E C R est borné s’il est borné
supérieurement et inférieurement.

Exemple 1.2.
(1) L’intervalle [0,00) = {z € R: x > 0} est borné inférieurement mais pas supérieurement.
(2) L’intervalle (—o0o,4] = {z € R : z < 4} est borné supérieurement, mais pas inférieurement.
(3) L’intervalle [6,11) = {z € R: 6 < x < 11} est borné.



(4) L’ensemble Z des entiers relatifs n’est pas borné.
(5) L’ensemble N des entiers naturels est borné inférieurement, mais pas supérieurement.
(6) L’ensemble

E=/{ :nEN}z{l,%,%,i,%,...}

S|

est borné par 0 et 1.

Notez qu'un ensemble F borné supérieurement a une infinité de bornes supérieures : si M est une borne
supérieure, alors, tout nombre M’ > M est aussi une borne supérieure. Il est donc préférable de trouver la
borne supérieure la plus petite. Si F posséde un maximum, c’est-a-dire un élément M € FE tel que z < M
pour tout x € F, alors il est évident que M est la plus petite borne supérieure. Par contre, certains ensembles
bornés supérieurement n’ont pas de maximum, tel que

E::{”Tfl:nEN}z{O,%,%,%,%,%,...}.

2
3

] 0o
(S

ol

1
2

Un bon substitut au maximum est alors la plus petite borne supérieure, qui dans ce cas est 1. La propriété
fondamentale de R qui permet de faire de 'analyse est ’existence de cette plus petite borne supérieure :

(A4) Principe de complétude. Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement. Il existe une
plus petite borne supérieure de E, c’est-d-dire une borne supérieure M de E telle que si N € R
est une autre borne supérieure de E, alors M < N.

Remarque 1.3. En revanche, le systéme des nombres rationnels Q ne satisfait pas au principe de complé-
tude. Par exemple, soit un nombre irrationnel tel que /2 = 1.41421356237 .. ., considérons I’ensemble

E={1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142135, 1.41421356, ...}

de ses approximations successives. Tous les éléments de F sont rationnels : par exemple

1414
1414 = —— € Q.
1000 Q
Par contre, la plus petite borne supérieure de F est v/2 qui est irrationnel. L’ensemble E ne posséde pas de
plus petite borne supérieure rationnelle.

Les points (A1)—(A4) sont les aziomes de I'analyse réelle. C’est-a-dire, nous supposons que les nombres
réels forment un systéme (R, +, -, <) satisfaisant (A1)-(A4), et notre tache est de démontrer de nouvelles
propriétés & partir de celles-ci. Il est assez remarquable que tout le calcul différentiel et intégral repose sur
ces quatre axiomes seulement. Par exemple, nous verrons plus tard que le théoréme fondamental du calcul
différentiel et intégral (1.1) en est une conséquence purement logique.

Remarque 1.4. Il est méme possible de démontrer que les nombres réels satisfont (A1)—(A4). Mais comme
mentioné plus haut, il faut d’abord donner une définition rigoureuse des nombres réels, ce qui n’est pas
évident. Pour un premier cours d’analyse, il est préférable de simplement supposer que le systéme des
nombres réels existe et satisfait (A1l)—(A4).

1.3 Supremum et infimum

Tout comme le maximum, la plus petite borne supérieure de FE, si elle existe, est unique :

Proposition 1.5. Soit E C R un ensemble non vide borné supérieurement et My, My deux plus petites
bornes supérieures de E. Alors M1 = Ms.

Démonstration. Puisque M, est une plus petite borne supérieure et My est une borne supérieure, on a
M; < Ms. De maniére analogue, puisque M> est une plus petite borne supérieure et M; est une borne
supérieure, on a My < M;. Par la propriété d’antisymétrie de (A2), nous avons M; = My. O



On peut donc parler de la plus petite borne supérieure de F, et lui donner un nom et une notation :

Définition 1.6. Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement. La plus petite borne supérieure
de E est appelée le supremum de E, et est notée sup(E) ou sup E.

Exemple 1.7. Soit
E::{T%1 :neN}:{O,%,%,%,%,%,...}.

Montrons que sup(E) = 1.

Solution. La démontration comprend deux étapes :
(1) 1 est une borne supérieure de E, et
(2) si M est une autre borne supérieure de F, alors 1 < M.

Pour montrer (1), soit € E. Alors x = an pour un certain n € N. Il s’ensuit que z = an =1- % <1
Pour montrer (2), soit M une borne supérieure de E. Nous devons montrer que 1 < M. Si, au contraire

1> M, alors 1 — M > 0 et donc ﬁ > 0. Il existe alors un nombre naturel n > ﬁ Il s’ensuit que
1-M > % et donc M < 1— % = ”T_l € FE, contredisant que M est une borne supérieure de E. Par
conséquent, 1 < M. O

De fagon analogue, si £ C R est un ensemble non vide borné inférieurement, une plus grande borne
inférieure de F est une borne inférieure m de E telle que si n € R est une autre borne inférieure de F,
alors n < m.

Le principe de complétude implique un principe similaire pour les bornes inférieures :

Proposition 1.8. Soit E C R un ensemble non vide borné inférieurement. Alors, il existe une plus grande
borne inférieure de E. De plus, elle est unique.

Démonstration. Définissons
—FE={-z:z€E}.

Si m est une borne inférieure de E, alors m < x pour tout x € F, et donc —x < —m pour tout x € F.
Autrement dit, —m est une borne supérieure de —E. Par le principe de complétude (A4), —F posséde une
plus petite borne supérieure sup(—FE) € R. Nous allons démontrer que — sup(—FE) est une plus grande borne
inférieure de F.

(1) Nous devons d’abord démontrer que — sup(—FE) est une borne inférieure de E. Soit x € E, nous avons
—x € —F et donc —x < sup(—FE). Par conséquent, —sup(—FE) < z pour tout = € E, c’est-a-dire,
—sup(—F) est une borne inférieure de E.

(2) Nous devons maintenant démontrer que — sup(—FE) est plus grand ou égal a toutes les bornes inférieures
de E. Soit m € R une borne inférieure de E. Par le premier paragraphe, —m est une borne supérieure
de —FE. Puisque sup(—FE) est la plus petite borne supérieure de —F, nous avons sup(—F) < —m et
donc m < —sup(—FE).

Par (1) et (2), —sup(—FE) est une plus grande borne inférieure de E. Maintenant, supposons qu'’il existe
une autre plus grande borne inférieure de E, denotée m. Par (2), nous avons m < —sup(—F). De maniére
analogue, puisque m est une plus grande borne inférieure et que —sup(—F) est une borne inférieure, nous
avons — sup(—FE) < m. Par conséquent, m = —sup(—F). O

Cette proposition justifie la définition suivante.

Définition 1.9. Soit E un ensemble non vide borné inférieurement. La plus grande borne inférieure de F
est appelée infimum de E et est notée inf(F) ou inf E.

Notez que la démonstration de la Proposition 1.8 implique que si E est borné inférieurement, alors —F
est borné supérieurement et
sup(—F) = —inf(E).

Il est pratique de définir sup F et inf £ méme si F n’est pas borné supérieurement ou inférieurement :



Définition 1.10. Si un ensemble non vide £ C R n’est pas borné supérieurement, nous écrivons
sup F =

et s’il n’est pas borné inférieurement, nous écrivons
inf F = —o0.

Remarque 1.11. Si E n’est pas borné supérieurement, alors pour tout n € N il existe x € E tel que z > n
(car m n’est pas une borne supérieure de FE). Ceci justifie la notation sup £ = oo. Une remarque similaire
s’applique pour inf £ = —o0.

Définition 1.12. Le mazxzimum d’un ensemble F, s’il existe, est un nombre réel max E dans F tel que
r < max F pour tout x € F. De méme, le minimum de E, s’il existe, est un nombre réel min £ dans E tel
que min £ < z pour tout x € E.

Si max F existe, alors il est facilement démontrable (Exercice (1.1)) que
sup F = max E.
De méme (Exercice (1.2)), si min F existe, alors
inf ¥ =minFE.

Exemple 1.13.
(1) Soit A=1{-1,3,4,8}, min A = —1 et max A = 8. Donc aussi,

infA=-1 et supA=8.

(2) Soit B={2n:n €N} =1{2,4,6,8,---}, alors inf B=min B = 2 et sup B = .
(3) Soit
E:={l:neN}
Puisque 1 € FE est un maximum, nous avons sup £ = 1. Par contre F n’a pas de minimum. En effet,
siz € I, alors ¢ = % pour un certain n € N. Il s’ensuit que ﬁ € Eet n%_l < z. Donc z n’est pas un
minimum de E. Puisque x est arbitraire, on conclu que E n’a pas de minimum.
Par contre, nous allons montrer que
inf £ =0.
La démonstration comprend deux étapes :
(a) 0 est une borne inférieure de E, et
(b) si m est une borne inférieure de E, alors m < 0.
Montrons (a). Soit « € E. Alors z = % pour un certain n € N, donc 2 = % > 0. Donc 0 est une borne
inférieure de F.
Montrons (b). Soit m une borne inférieure de E. Nous devons montrer que m < 0. Si, au contraire,
m > 0, alors % > 0, donc il existe n € N tel que n > % Il s’ensuit que % < m, et puisque % € E, ceci
contredit que m est une borne inférieure de E. Alors, m > 0.
Par (a) et (b), 0 est la plus grande borne inférieure de E, c’est-a-dire inf F = 0.

Le prochain résultat sera utile plus tard, quand on définira 'intégrale.

Proposition 1.14. Soit A et B deux ensembles non vides tels que a < b pour tout a € A et b € B. Alors,
A est borné supérieurement, B est borné inférieurement, et

sup(A) < inf(B).

Démonstration. L’ensemble A est borné supérieurement, car a < b pour tout a € A et b € B et B est non
vide. De méme, B est borné inférieurement. Montrons que sup(A4) < inf(B). Puisque sup(A) est la plus petite
borne supérieure de A, il suffit de montrer que inf(B) est une borne supérieure de A. Soit a € A. Onaa <b
pour tout b € B, donc a est une borne inférieure de B. Comme inf(B) est la plus grande borne inférieure de
B, on a a < inf(B). On a donc montré que a < inf(B) pour tout a € A, c’est-a-dire, inf(B) est une borne
supérieure de A. Comme sup(A) est la plus petite borne supérieure de A, on a sup(A4) < inf(B). O



1.4 Exercices

(1.1) Montrer que si un ensemble E C R posséde un maximum, alors sup £ = max E.
(1.2) Montrer que si un ensemble E C R posséde un minimum, alors inf £ = min E.
(1.3) Soit E' = {55 : n € N}, trouver inf E et sup E.

(1.4) Soit E = {755 : n € N}, trouver inf £ et sup E.

(1.5) Soit E = {x € Q:x > 0}, trouver inf E et sup E.

(1.6) Soit £ C R un ensemble et y € R une borne supérieure de E telle que pour tout € > 0, il existe un
élément x € E tel que x > y — . Montrer que sup £ = y.

(1.7) Soit E = {z € Q: 2 < 4}, trouver inf E et sup E.

(1.8) Soit F C R un ensemble non vide borné supérieurement. Montrer que si a < sup E alors il existe
x € E tel que a < .

(1.9) Soit A C R et B C R deux ensembles non vides bornés supérieurement tels que A C B. Montrer
que
sup A < sup B.
(1.10) Soit E C R un ensemble non vide borné supérieurement et » € R. Montrer que
sup{r +z:x € E} =r+supE.
(1.11) Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement et r > 0. Montrer que
sup{rz:x € E} =rsupkFE.
(1.12) Soit E = {1+ -5 : n € N}, trouver inf E et sup E.

(1.13) Montrer que lim, H_LT; = 0 directement & partir de la Définition 2.2.

10



Chapitre 2

Suites et convergence

Le but de ce chapitre est de définir la notion

lim a,
n—oo

de la limite d’une suite de nombres réels (a, )% ; et de démontrer certains résultats. Bien que cette notion
ait déja été introduite dans un cours de calcul différentiel et intégral, la définition n’était probablement pas
rigoureuse et ’emphase était plutot mise sur les méthodes de calculs. Dans ce cours, nous nous concentrons
sur la formulation précise de cette notion et sur la démonstration de théorémes.

2.1 Définition de la limite d’une suite

Définition 2.1. Une suite est une famille de nombres réels
(an)zo:1 = (ala az,as, . . )
indexés par les entiers naturels n € N = {1,2,3,...}.

Rappelons que la valeur absolue d’un nombre réel x est définie par
T ;siz >0
ol = {—x ; six < 0.
La propriété fondamentale de la valeur absolue, pour ce qui a trait a analyse, est l’inégalité triangulaire :
|z 4+ y| < |z| +|y| pour tout x,y € R. (2.1)
Démonstration. Soit z,y € R, on a
4+ yl* = (2 +y)* =2 + 9 + 2wy <[> + |y* + 2[ay| = (2| + |y])?,
donce [z +y| < [a] + |yl. O
Il sera aussi utile de se rappeler 'identité suivante :
lr—Ll<e <<= L—-e<z<L+e¢ (2.2)
pour tous nombres réels z, L € R et ¢ > 0 (Exercice (2.2)).

Définition 2.2. Un nombre réel L est la limite d’une suite (a,,)32; si pour tout ¢ > 0, il existe un entier
N € N tel que
la, — L| <& pour tout n > N.

Dans ce cas, on dit que la suite converge vers L, et on écrit

lim a, = L.
n—o0

Si aucune limite n’existe, on dit que la suite (a,)52; diverge.

11



Le point crucial de cette définition est que le nombre € > 0 peut étre aussi petit que l'on désire. Par
exemple, soit € = 107100, la définition implique que, éventuellement, la différence entre L et les termes a,
va, étre d’au plus 107100,

Exemple 2.3. Soit a,, = +, montrer que (a, )52, converge vers L = 0.

Solution. Soit & > 0. Nous avons |a, — L| = |1 — 0] = 1. Nous devons donc trouver un nombre N € N tel
que % < ¢ pour tout n > N. Il suffit de prendre un entier N > 1/e. En effet, si n > N, alors % < % <e. O

Exemple 2.4. Soit

n
a. =
m n+ 17
montrer que (a,)5 ; converge vers L = 1.
Solution. Soit € > 0. Nous avons
n n—(n+1 -1 1
|a7L —_ L| = —_ = ( ) = = .
n+1 n+1 n+1 n+1
Nous devons trouver N tel que ni_l < ¢ pour tout n > N. Prenons un entier N > % Alors, pour tout n > N,
nous avons ) ) )
—L| = < < =<e. O
e T S I

2.2  Quelques propriétés des limites
Théoréme 2.5 (Théoréme du sandwich). Soient (a,)5%y, (bn)S2q, et (¢n)02, des suites telles que

an < b, <cp, pour tout n €N,

et
lim a, = L= lim c,,
n— oo n— oo
alors
lim b, = L.
n—oo

Démonstration. Soit € > 0. Puisque lim,, ,, a,, = L, il existe N1 € N tel que
lap, — L| < e pour tout n > Nj.

De méme, puisque lim,, .. ¢, = L, il existe Ny € N tel que
|en, — L| < e pour tout n > Nj.

Soit N := max(Ny, N3). Alors, pour tout n > N, nous avons n > Ny et n > Ny, et donc
L—c¢<ap,<b,<c,<L+e.

Ainsi, |b, — L| < & pour tout n > N, et donc lim,,_, o b, = L. O

Exemple 2.6. Démontrer que
sinn

lim =0.
n—oo n
Solution. Nous avons )
1 sinn 1
—— < < -
n n n

Il a été démontré que lim,, % = 0. De maniére analogue lim,, ., —% = 0. Ainsi, le théoréme du sandwich

(Théoréme 2.5) implique que lim,, oo Si‘;” =0. O
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Définition 2.7. Une suite (a,)22, est dite bornée s’il existe m, M € R tel que m < a,, < M pour tout
n € N.

Proposition 2.8. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (a,)22, une suite convergente et L = lim,,_, o a,, sa limite. En utilisant la définition de
la limite avec € = 1, on obtient qu’il existe N € N tel que |a,, — L| < 1 pour tout n > N. Autrement dit,

L-1<a,<L+1

pour tout n > N. Soit
M = max{ay,a9,...,an_1, L+ 1}

et
m = min{ay,as,...,an_1, L — 1},
on a que
m<a, <M
pour tout n € N. ]

Il est utile de savoir que les limites sont compatibles avec les opérations d’addition, de multiplication, et
de division :

Théoréme 2.9. Soient (a,)52, et (b,)52, des suites convergentes, et ¢ € R. Alors

lim (a,, + b,) = ( lim an> + ( lim bn>

n—oo n—oo n— oo

lim ca, =c lim a,
n—oo n— oo

lim a,b, = (hm an> (lim bn)
n—oo n—oo n—oo
(d) Silimy, o0 by, # 0, alors

. an limgcan
11m — =
n—oo by, hmn—>00 by

Démonstration. Exercice (2.10). O
Remarque 2.10. Dans la partie (4), on ignore les termes 3= ot b, = 0. Cela ne pose pas probléme, car

la condition lim,,_, o, b, # 0 implique que b,, # 0 pour tout n suffisamment grand (c’est-a-dire qu’il existe
N € N tel que b, # 0 pour tout n > N ; voir Exercice (2.9)).

Proposition 2.11. Soient (a,)2, et (b,)32, deux suites convergentes et

L= lim a,, M= lim b,

n— oo n— oo

leur limite. Si a,, < b, pour toutn € N alors L < M.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que L > M. Il s’ensuit que ¢ = %(L — M) > 0. La définition
de la limite implique qu’il existe Ny, Ny € N tels que |a, — L| < € pour tout n > Nj et |b, — M| < & pour
tout n > Ny. En particulier, si n > Ny et n > N, alors

L—cs<a,<b,<M+ce¢

Puisque L — ¢ = # et M +¢ = L'ZM, on obtient # < #, ce qui est impossible. Il s’ensuit que

L<M. O

On obtient immeédiatement :

Proposition 2.12. Soit (a,)5%, une suite telle que lim, oo anp, = L. Si b € R est tel que a, < b pour tout
n € N, alors L <b. De méme, si a,, > b pour tout n € N, alors L > b.

Démonstration. On applique la Proposition 2.11 avec la suite constante ()52 ;. O
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2.3 Suites monotones

Jusqu’ici, nous n’avons pas utilisé le principe de complétude, et donc les mémes définitions et résultats
fonctionnent aussi pour le systéme des nombres rationnels. En revanche, le prochain théoréme utilise de
maniére essentielle le principe de complétude. Pour le formuler, nous commencgons par la définition suivante.

Définition 2.13. Une suite (a,)52 est croissante si
ap <az <ag<aqg<---

c’est-a-dire a,, < an41 pour tout n € N. La suite est strictement croissante si a,, < a,41 pour tout n € N.
De méme, une suite (a,)52; est décroissante si a, > an41 pour tout n € N et strictement décroissante
si an > any1 pour tout n € N. Une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Théoréme 2.14 (Théoréme de convergence monotone). Toute suite monotone bornée est convergente.

Démonstration. Soit (a,)52; une suite croissante bornée. En particulier, 'ensemble E := {a, : n € N} est
borné supérieurement. Par le principe de complétude (A4), L := sup(F) existe. Nous allons montrer que
lim;, 00 @, = L. Soit € > 0. Puisque L — e < sup(F), L — e n’est pas une borne supérieure de E (car sup(E)
est la plus petite borne supérieure). Donc il doit exister au moins un N € N tel que L — ¢ < ay. Puisque
(an)22; est croissante, nous avons

L—e<an<a,<L<L+¢

pour tout n > N. Autrement dit, |a, — L| < & pour tout n > N, c’est-a-dire lim, o a, = L.

Si (an)52, est décroissante et bornée, alors la suite (—a,, )52, est croissante et bornée. Par le précédent
paragraphe, (—a, )% ; est convergente. Par le Théoréme 2.9(b), (a,,)52; est aussi convergente et lim,, oo @, =
—limy, 00 —ap. U

Remarque 2.15. Si (a,)%2, est croissante et bornée, la limite L = lim,,_, o a,, satisfait a,, < L pour tout
n € N. En effet, la démonstration du Théoréme 2.14 implique que L = sup{a, : n € N} et donc L est une
borne supérieure pour {a, : n € N}.

Exemple 2.16. Soit —1 < ¢ < 1, montrons que

lim ¢" =0.
n—oo
Solution. Supposons, tout d’abord, que 0 < ¢ < 1. On a ¢ — "t = (1 — ¢)c® > 0 donc ¢ > " pour
tout n € N. La suite (a,)52;, ol a,, = ", est donc décroissante. De plus, 0 < ¢® < 1 pour tout n € N, donc
(an)S2 est bornée. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.14), la limite lim, o a, = L
existe. Nous allons montrer que L = 0. Par le Théoréme 2.9(b), nous avons
L= lim a, = lim ca,_1 =c lim a,_1 = cL,
n—oo n—oo n—oo
et donc (1 — ¢)L = 0. Puisque 1 — ¢ # 0, ceci implique que L = 0.
Si ¢ =0, alors ¢" = 0 pour tout n donc lim,, _,, ¢ = 0.
Finalement, supposons que —1 < ¢ < 0. Soit € > 0. Nous avons 0 < |¢| < 1, donc lim, . |¢[* = 0. I
existe alors N € N tel que |¢|™ < € pour tout n > N, et donc |¢" — 0| = |¢|™ < € pour tout n > N. Il s’ensuit
que lim, ., c"” = 0. O]

Remarque 2.17. L’argument du dernier paragraphe se généralise a 'exercice (2.7).
Exemple 2.18. Soit (a,)22, la suite définie par
ay = 2
Ap—1 1

an = — + , pour tout entier n > 2.
2 An—1

Montrer que lim,_; o an = V2.
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Solution. Pour montrer la convergence, nous allons montrer que la suite (a,,)52; est décroissante et bornée.
On a )

an 1 2—a;

Apt1 — Qp = — + — —ap =

2 an, 2a,

(2.3)

Pour montrer que (a,)3%; est décroissante, il suffit alors de montrer que a,, > 0 et 2 — a2 < 0 pour tout
n € N.

Commengons par démontrer par récurrence que a, > 0 pour tout n € N. Le cas n = 1 est donné : on
a a; = 2 > 0. Supposons maintenant que a,, > 0 pour un certain n € N. Alors, a,41 = % + ai > 0. Par
récurrence, il s’ensuit que a,, > 0 pour tout n € N.

Montrons maintenant, toujours par récurrence, que a2 > 2 pour tout n € N. Le cas n = 1 est évident :
a? = 22 = 4 > 2. Maintenant, pour tout entier n > 2, on a

2 2 2
2 An—1 1 Ap—1 1 An—1 1
- - 1 - - >0
n ( 2 " an_l) 4 2 ( 2 ani) —

n—1

et donc a2 > 2.

L’équation (2.3) implique donc que (a,)22; est décroissante. On a aussi 0 < a, > a1 = 2 pour tout
n € N, done (a,)52; est bornée. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.14), la limite

L= lim a,
n—oo

existe.

Puisque a? > 2 et a, > 0, nous avons a, > /2 pour tout n. La Proposition 2.12 implique alors que
L > /2, et en particulier, L # 0. Par le Théoréme 2.9, nous avons donc

T T Qp—1 1 _ L 1
L_nlgréo“”_nli“éo< 2 *) BERRA
En simplifiant cette équation, on trouve L? = 2. Puisque L > 0, il s’ensuit que L = v/2. O

Le prochain théoréme est une conséquence du théoréme de convergence monotone qui sera utile dans la
prochaine section.

Théoréme 2.19 (Théoréme des segments emboités). Soient I, = [an,by], pour n € N, des segments
emboités, c’est-a-dire In11 C I, pour tout n € N. Alors l'intersection

m]n:{xER:anSxﬁbnpourtoutnGN}

n=1
est non vide.
Démonstration. Puisque I,,4+1 C I, et ant1,bpt1 € Iny1, o0 a apy1, byt € Iy, c’est-a-dire
an < apt1 <bpr1 <b, pour tout n € N.

En particulier, la suite (a,)32; est croissante. Elle est aussi bornée, car a; < a,, < by pour tout n € N.
De méme, la suite (b,)52 ; est décroissante et bornée. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme
2.14), les limites

a:= lim a, et b:= lim b,

n—oo n—oo
existent. Par la Proposition 2.12, on a a < b, et donc
ap <a<b<b,
pour tout n € N. Par conséquent, tous les points dans le segment [a,b] sont contenus dans Uintersection

Ny In. O
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2.4 Sous-suites
Soit une suite (a,)32;, on peut obtenir d’autres suites comme, par exemple,

(a2n)p=y = (a2, a4, as, as, ao, - - -)

ou
(anz)yolozl = (ala a4, a9, 016, A25, - - )

Plus généralement :

Définition 2.20. Soit (a,);2, une suite. Une sous-suite de (a,)5%; est une suite de la forme (a,, )52, =
(Gnys Qngy Gngy - --), OU Ny < Ng <ng < -

Proposition 2.21. Soit (a,)5%; une suite convergente. Toute sous-suite (an, )52, de (an)5%; converge et

lim a,, = lim a,.

k—o0 ) n—00
Démonstration. Soit L = lim,,_,~ a,. Pour tout € > 0, il existe N € N tel que |a,, — L| < € pour tout n > N.
En particulier, si k > N, on a ng > k > N et donc |a,, — L| < e. O

Exemple 2.22. Montrer que la suite (a,)52; donnée par a, = (—1)" diverge.

Solution. Si la suite converge, alors toutes ses sous-suites convergent vers la méme limite (Proposition 2.21).

Mais (a2,)52; = (1)22, converge vers 1 et (a2,4+1)52; = (—1)52 converge vers —1. O

Théoréme 2.23 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée posséde une sous-suite conver-
gente.

Démonstration. Soit (a,)S2; une suite bornée :
m<a, <M pourtout n € N.

Le segment I; = [m, M| contient tous les termes a,. Si on sépare I; en deux segments égaux I; = [m,c] U
[c, M], ott ¢ = LM " alors un des deux segments [m,c] ou [c, M] contient une infinité de termes a,. En
effet, si [m, c] et [¢, M] contiennent chacun un nombre fini de termes a,,, alors I = [m, M] contient aussi un
nombre fini de a,, contredisant le fait que I contient tous les a,. Appelons donc I5 le segment [m, c] ou
[c, M] qui contient une infinité de termes a,,. La longueur de I est la moiti¢ de celle de I, soit 3(M — m).
On peut répéter le processus en divisant I en deux segments égaux et en choisissant I3 C Iy celui qui

contient une infinité de termes a,. En continuant de la sorte, on obtient une suite de segments emboités

I, DI, D13 D14 O---, qui contiennent chacun une infinité de termes a.,, et tel que I, est de longueur
5= (M — m). Par le théoréme des segments emboités (Théoréme 2.19), il existe un nombre
o
Le () In
n=1

Puisque chaque segment I,, contient une infinité de termes a,,, on peut choisir une suite n; < ns < ng < ---
telle que a,, € I pour tout k € N. Nous allons démontrer que lim,,_,o an, = L. En effet, a,, et L sont tous
deux des éléments de I, qui est de longueur 2%(M —m), donc

1
LI < 5 (M —m).
Puisque 55 (M — m) converge vers 0 (Exercice (2.3)), on a limy_,o an, = L (Exercice (2.8)). O

Exemple 2.24. Montrer qu’il existe une sous-suite de

(an) n*sin(1 4 cos(n)™™)\ >
ap)p=1 =

qui converge.
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Solution. Puisque |sinz| < 1 pour tout z € R, on a

ntsin(1 + cos(n)m(™) n?
1+mnt T 1+nt

|an| = <1

et donc (a,)%2; est bornée entre —1 et 1. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.23), (a,,)32

a une sous-suite convergente. O

2.5 Suites de Cauchy

Revenons maintenant au principe de complétude. Nous allons voir dans cette section que ce principe est
lié au fait que, d’une certaine maniére, R contient toutes ses limites. En revanche, cette propriété n’est pas
satisfaite par le systéme des nombres rationnels Q. Par exemple, la suite a, = (1 + +)™ converge vers le
nombre d’Euler e = 2.71828... qui est irrationnel, bien que a, € Q pour tout n. Le fait que R contienne
toutes ses limites peut sembler évident, car, dans la définition de la limite, on suppose déja que la limite
est dans R. Cet énoncé peut prendre un sens seulement s’il y a une facon de déterminer si une suite est
convergente sans spécifier la limite. C’est en effet possible :

Définition 2.25. Une suite de Cauchy est une suite (a,)5%; telle que pour tout € > 0 il existe N € N
tel que
|am — an| < €

pour tous m,n > N.
Vérifions d’abord que les suites convergentes sont des suites de Cauchy :
Proposition 2.26. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit (a,)S; une suite convergente,

lim a, = L.
n—0o0

Soit € > 0. En prenant § dans la définition de la limite, on trouve qu'il existe N € N tel que |a, — L| < §
pour tout n > N. Donc, par l'inégalité triangulaire (2.1),

9

5~ °

@ = @] = (@m = L)+ (L= )| < Jag = L] +|L = an] < S +

pour tout m,n > N. O]

Nous allons voir que le principe de complétude implique 'inverse. Le prochain résultat sera utile pour la
démonstration.

Lemme 2.27. Une suite (a,)52, est bornée si et seulement si il existe B > 0 tel que |a,| < B pour tout
n € N.

Démonstration. Soit (a,)52; une suite bornée. Par la définition 2.7, il existe m, M € R tels que m < a,, < M
pour tout n € N. On a donc

—|m| = M| < —=|m|<m<a, <M< |M|<|m|+|M| pourtout n €N,

c’est-a-dire,
lan| < |m|+ |M]| pour tout n € N,

On peut donc prendre B = |m| + |M| (ou B = |m|+ |[M|+1sim=M =0).
Inversement, soit (a,)22; une suite telle qu’il existe B > 0 tel que |a,| < B pour tout n € N. Alors,
—B < a, < B pour tout n € N, et on peut donc prendre m = —B et M = B. O

Proposition 2.28. Toute suite de Cauchy est convergente.
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Démonstration. Soit (a,); une suite de Cauchy. Commengons par démontrer que (a,)%2; est bornée. En
utilisant € = 1 dans la définition d’une suite de Cauchy, on a qu’il existe N € N tel que |a,, — a,| < 1 pour
tout m,n > N. En particulier, pour tout n > N, on a

lan| = [(an — an) + an| < |an — an|+ [an| <1+ |ay].
La suite est donc bornée :
min{ay,...,an-1,—1 — |an|} < a, < max{ay,...,an—1,1+ |an|} pour tout n € N
Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (Théoréme 2.23), il existe une sous-suite convergente (an, )72 ;. Soit

L = lim ay,.
k— o0

Nous allons montrer que (a,);2; converge aussi vers L. Soit ¢ > 0. En utilisant § dans la définition d'une
suite de Cauchy, on obtient qu'il existe N € N tel que |a,, — a,| < § pour tout m,n > N. De méme, en
utilisant § dans la définition de la convergence de ay,, il existe K € N tel que |a,, — L| < § pour tout

k> K. Soit k > K tel que ny > N. On a que pour tout n > N,

lan — L| = [(an — an,) + (an, — L) < |an — an, | + |an, — L] < g + % —e.
Donc lim,, s a,, = L. O
Par les propositions 2.26 et 2.28, on a :
Théoréme 2.29. Une suite est convergente si et seulement si elle de Cauchy. O

Remarque 2.30. Il est aussi possible de démontrer le principe de complétude en supposant que toute suite
de Cauchy converge. Le principe de complétude est donc equivalant a la convergence des suites de Cauchy.

2.6 Densité des nombres rationnels et irrationnels

Théoréme 2.31. Tout intervalle ouvert (a,b) C R contient un nombre rationnel et un nombre irrationnel.

Démonstration. On a b—a > 0, donc il existe n € N tel que n > ﬁ. On a alors nb — na > 1, donc il existe
m € Z tel que na < m < nb. Il s’ensuit que a < 7 < b, donnant un nombre rationnel 2+ € (a,b). De méme, il

existe un nombre rationnel r € (%, %), et donc rv/2 € (x,y). Puisque v/2 est irrationnel et r est rationnel,

rv/2 est irrationnel. O

Corollaire 2.32. Soit x € R. Alors il existe une suite (a,)52; de nombres rationnels telle que lim, o a, =
x. De méme, il existe une suite (b,)2; de nombres irrationnels telle que lim, o b, = x.

Démonstration. Pour tout n € N, le Théoréme 2.31 implique qu’il existe a,, € Q tel que =z < a, < = + %
Par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.5), on a lim,,_, a, = . La deuxiéme partie est démontrée par
un argument similaire. O
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2.7 Exercices
(2.1) Démontrer par récurrence que pour tous nombres réels x1, za, ..., 2, € R,
[Z1 + @2+ -+ @] S| 4 |2+ A+ @]

(2.2) Démontrer ’équation (2.2).

(2.3) Montrer que lim,, 2% = 0 directement & partir de la Définition 2.2.

(2.4) Montrer que limy, 00 (1 + (;13 ) = 1 directement a partir de la Définition 2.2.

(2.5) Montrer que lim,,_,, = 1 directement & partir de la Définition 2.2.

ng+1
(2.6) Soit (ay,)52; une suite convergente, montrer que lim, o0 a2, = liMy, 00 Gopt1 = liMy 00 Gy
(2.7) (a) Soit (a,)52, une suite telle que les sous-suites (a2,—1)22; et (az,)52; convergent vers la méme
valeur L € R. Montrer que (a,)52; converge aussi vers L.
(b) Soit (a,)%2; une suite telle que les sous-suites (asgn—2)52 1, (@3n,-1)221, et (a3,)52, convergent
vers la méme valeur L € R. Montrer que (a,)22, converge aussi vers L.
(2.8) Soient (a,)22 et (b,)22,; deux suites telles que limy, o0 b, = 0 €t |a, — L] < b, pour tout n € N.
Montrer que lim,, . a, = L.
(2.9) Soit (b,)S2; une suite convergente et ¢ € R tel que lim,, o0 by, # ¢. Montrer qu'il existe N € N tel
que b,, # ¢ pour tout n > N.
(2.10) Démontrer le Théoréme 2.9.
(2.11) Soit ¢ > 0, trouver lim,, H% (La réponse dépend de c.)
(2.12) Soit (a,)22; une suite monotone telle que a,, > 0 pour tout n et lim,,_, o a, = L > 0. Montrer que
limy,—s 00 v/aGn = VL.
(2.13) Soient (a,)52; et (by,)5e; deux suites telles que |a, —b,| < L pour tout n. Montrer que, si (a,)5%,
converge vers L, alors (b,)52, converge aussi vers L.
(2.14) Soit (a,)22; la suite définie par

aq =2
Ap—1 3
2 2an_1’

Ay =

montrer que (a,)5%, converge vers v/3.

(2.15) Soit (ay)22; une suite de Cauchy et (an, )52, une sous-suite telle que limy_,o0 apn, = L. Montrer
que lim,, . a, = L.

(2.16) Soit (a,,)22, une suite telle que la suite (Zﬁ;l |an, — an+t1|)F—, converge. Montrer que (a,)o%;
converge.

(2.17) Soit (a,)22, une suite telle que

lim a, = L.
n— o0

Montrer que
. aptaxt+---+an
lim

n—00 n

=1L

(2.18) Soient c € R et a,, = lnel o || dénote la partie entiére de x. Montrer que lim, o a, = c.

n b
(2.19) Soit (a,)22; une suite telle que lim, o a, = 0 et (b, )22 ; une suite bornée. Montrer que lim,, o @b, =
0.

(2.20) Soit (a,)22; une suite telle que a,, > 0 pour tout n € N, et lim,_,oc a,, = L > 0. Montrer que
inf{a, : n € N} > 0.
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Chapitre 3
Séries

Dans ce chapitre, on définit la notion de convergence d’une série

[e'S)
E Qn,
n=1

ol a,, € R, et on démontre quelques tests de convergence.

3.1 Convergence d’une série
Définition 3.1. Soit (a,)52, une suite. La série associée a (a,)22, est 'expression
(o)
Zan:a1+a2+a3+~”- (3.1)
n=1
La suite des sommes partielles de la série (3.1) est la suite (s,,)52; oil
n
sn::Zak:a1+a2+a3+--~+an. (3.2)
k=1

On dit que la série (3.1) converge si la suite des sommes partielles (3.2) converge au sens de la Définition
2.2. Dans ce cas, si L = lim,,_,~ Sn, on écrit

o
E Ap = La
n=1

et on appelle le nombre L la valeur de la série. Si la suite des sommes partielles ne converge pas, on dit que
la série diverge.

Exemple 3.2 (Série géométrique). Soit r € R tel que |r| < 1. Montrer que

Solution. Soit (s,)5; la suite des sommes partielles. On a
Sp=14r+r4 "
et

TSn=T+T2+-~-+7"n+7"H+17
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donc

Sp— TSy =1 — 7"t

Par conséquent,

1— rn+1
Sp = ——
1—r
Par I’Exemple 2.16, lim,,_,,, 7™ = 0. Le Théoréme 2.9 implique alors que
1-0 1
lim s, = — = . O
n—o0 1—r 1—r

Exemple 3.3. Montrer que

=~ 1
2t

Solution. Soit (sy,)52; la suite des sommes partielles. Puisque
1 _ 1
k(k+1) k k+1

pour tout k € N,

on a
1 1 1 1
S I R S S S Y o )
_1 1 1 1 1 1 1 1
I T R S B S S S e |
_ 1
o _n+1

Il s’ensuit que

lim s, = lim (1— — :(lim1>— lim —— ) =1-0=1,

et donc > 77 =1. O

n=1 n(n+1)

Pour une série donnée, il n’est pas toujours possible de déterminer explicitement la suite des sommes
partielles et vérifier directement sa convergence comme nous ’avons fait pour les deux derniers exemples.
Heureusement, il existe plusieurs critéres de convergence qui ne requiérent pas de calculer les sommes par-
tielles.

Ce premier critére permet de déterminer facilement si une série diverge :

Théoréme 3.4. Si la série Y~ | a, converge, alors lim,_,o a, = 0. Par conséquent, si la suite (a,)5>; ne
converge pas vers 0, alors la série Y- | a,, diverge.

Démonstration. Soit Y | a, une série convergente, soit (s,)52; la suite des sommes partielles, et soit
L =lim, 00 Sn- On a que a,, = s, — S,—1 pour tout n > 2, et donc, par le Théoréme 2.9(a),

lim a, = lim (s, — $p—1) = ( lim sn> — ( le sn_1> =L—-L=0. O

n—oo n— 00 n—o00
Exemple 3.5. La série > - (—1)™ diverge car la suite ((—1)")52, diverge (Exemple 2.22).

Exemple 3.6. La série > o7 diverge car lim,,_, =1+# 0 (Exemple 2.4).

n_
n=1 n+1 n+1

On doit faire attention au fait que si une série Y ° | a, satisfait lim,_,o a, = 0, le Théoréme 3.4 ne
donne aucune information sur sa convergence. L’exemple classique est la série harmonique

o0
>
o
n=1
Cette série diverge, bien que lim,_, % = 0. Pour le démontrer, nous observons d’abord le critére suivant.
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Théoréme 3.7 (Critére de Cauchy). La série Y, a, converge si et seulement si pour tout & > 0 il existe
N € N tel que pour tous m >n > N, on a

m

>

k=n+1

:|an+1+an+2+~'+am|<5~

Démonstration. Soit (s,)52; la suite des sommes partielles. Alors, pour tous m,n € N tels que m > n, on a

m n m
o sal =[S~ S| = | 3 .
k=1 k=1 k=n+1

11 s’ensuit que le critére de Cauchy est satisfait si et seulement si (s,)32; est une suite de Cauchy. Par le

Théoréme 2.29, ceci est équivalent a la convergence de (s,,)22 ;. O

Exemple 3.8. Montrer que la série harmonique > - diverge.

’nln

Solution. 1l suffit de montrer que le critére de Cauchy n’est pas satisfait. C’est-a-dire, nous devons montrer
qu’il existe € > 0 tel que pour tout N € N, il existe m > n > N tels que |Z?=n+1 %’ > €.

Pour tout N € N, on a
2N

> 4=

k=N+1

Loy Loy
N+1 ' N+2 2N

Chacun des termes de cette somme est plus grand ou égal & ﬁ, et il y a N termes, donc

2N
1 1
>N -— =—
2 52V
k=N+1
Le critére de Cauchy n’est alors pas satisfait pour € = % (en utilisant m = 2N et n = N). O

3.2 Tests de convergence

Proposition 3.9. Soit Zf;l an une série telle que a, > 0 pour tout n. Cette série converge si et seulement
si sa suite des sommes partielles est bornée.

Démonstration. Puisque a,, > 0 pour tout n, la suite des sommes partielles s, = 22:1 ay, est croissante. Par
le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.14), si la suite (s,,) est bornée, elle converge. Inversement,
puisque toute suite convergente est bornée (Proposition 2.8), si la suite (s,)5°; converge, alors elle est
bornée. O

Théoréme 3.10 (Test de comparaison). Soient Y - a, et Y - b, deuzx séries. Si -
il existe N € N tel que

ne1 bn converge et

lan| < b, pour tout n > N,
o0 .
alors )~ | a, converge aussi.

Démonstration. Montrons que Y.~ a, satisfait le critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Soit & > 0. Puisque
>0 | by, converge, le critére de Cauchy implique qu’il existe M > N tel que

Z by < e pour tout m >n > M.

k=n+1
Par conséquent (Exercice (2.1)),
m m m
ORI SIS SIS
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
pour tous m >n > M. Le critére de Cauchy (Théoréme 3.7) implique donc que Y~ a,, converge. O
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Exemple 3.11. Montrer que la série

1
23
n=1

converge.

Solution. Pour tout n > 2, on a n? > n(n — 1), donc

1 < 1

n?2 = n(n-1)
Par I’Exemple 3.3, la série Y, s 1) =3 m converge. Par le test de comparaison (Théoréme
3.10), la série Y7 | -5 converge. O

Théoréme 3.12 (Test du rapport). Soit > o~ | a,, une série telle que a, > 0 pour tout n € N et

. Gn41
lim L — 1.
n—oo a’TL

(1) Si L <1, la série converge.
(2) Si L > 1, la série diverge.

Démonstration. (1) Supposons que L < 1. Par la Proposition 3.9, il suffit de montrer que la suite (s,)%2

des sommes partielles est bornée. Soit r € R tel que L < r < 1 et soit ¢ ;=7 — L > 0. Par la définition de la

limite lim,,_, oo QZ“ = L, il existe N € N tel que

n+l _ p
Qp

‘<5 pour tout n > N.

Puisque a,, > 0, ceci est équivalent &

a
Intl < L+e=r pourtoutn>N.

anp

On a donc pour tout £ > N que

an+1 < Tran
an+i2 < Tran41 < rlan
aN43 < Tany2 < 7”30,]\[
an, <" Nay, pour tout n > N + 1.
Par 'Exemple 3.2, il s’ensuit que pour tout n > N + 1, on a
Sp =SN-1tanN +any1+ -+ ap

<sny_1+an+ray+---+rV "ay

oo
SN—1+an E Tk
k=0

an
1—

IN

=SN_1+

Par conséquent, soit M := max(s1,...,sn,5ny-1 + 72=), on a 0 < 5, < M pour tout n € N et donc (s,)52,
est bornée. Par la Proposition 3.9, Zflozl a, converge.

(2) Supposons que L > 1. Soit r € R tel que 1 < r < L. Le méme argument qu’en (1) montre qu’il existe
N € N tel que a,, > " Nay pour tout n > N + 1. Puisque r > 1, ceci implique que a,, > an > 0 pour tout
n > N. En particulier, (a,)52; ne converge pas vers zero, et donc la série Efle a,, diverge par le Théoréme
3.4. O
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Remarque 3.13. Si L = 1 dans le Théoréme 3.12, on ne peut rien conclure. Par exemple, la série harmonique

2

Zfﬁ:l % diverge et lim,, 1/(1’}:1) =1, et la série lim,, # converge et lim,, 1/57/’7:21) =1.
Exemple 3.14. Montrer que la série

s on

>

n=1
converge
Solution. Soit a,, = % On a a, > 0 pour tout n et

ontl 1! 2
i Ot gy 2 /DY 2 gy,

donc la série converge par le test du rapport (Théoréme 3.12). O

Théoréme 3.15 (Test des séries alternées). Soit (a,)52, une suite décroissante telle que lim,_, o a, = 0.

Alors la série
oo

Z(—l)"an

n=1

converge.

Démonstration. Soit (s,)%2; la suite des sommes partielles. Nous allons montrer que la suite (s,)2; se
comporte comme sur la figure suivante :

51 83 85 87 5856 S4 52

Plus précisément :
(1) La sous-suite (s1, s3, S5,...) = (San—1)52; est croissante.
(2) La sous-suite (s2, 54, S, - - .) = (S2n)o2; est décroissante.
(3) sam—1 < 82, pour tous m,n € N.

Pour montrer (1), on a
Son+1 — Son—1 = —Q2n+1 + a2, > 0 pour tout n € N,

car as, > as,41 par la supposition que (a,,)S2; est décroissante. Pour montrer (2), on a
Son42 — Son = Gapt2 — G2p41 < 0 pour tout n € N,

car agpi2 < dant1 par la décroissance de (a,)22,. Pour montrer (3), soit m,n € N. Soit N = max(m,n).
Alors,
Sam—1 < S2N—1 < SaN—1 + G2N = S2N < Son,

ou nous avons utilisé la croissance de (s2,—1)52; pour la premiére inégalité, le fait que azny > 0 pour la
deuxiéme inégalité, et la décroissance de (s2,)52, pour la troisiéme inégalité.

Donc la suite (s,,)52; satisfait (1), (2), et (3). Par (1), la suite (s2,—1)52, est monotone, et par (3), elle
est bornée entre s; et sy. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.14), la limite

lim Soap—1 = L
n—00

existe. De méme, (2) et (3) implique que (s2,,)32; est monotone et bornée, donc la limite

lim s9, = M
n—oo

existe. Nous avons alors,
M — L= lim $3, — lim 89,1 = lim (82, — S2—1) = lim ag, =0,
n—oo n—oo

n—o0 n—oo

donc L = M. 1l s’ensuit que lim,,_, s, = L (Exercice (2.7)a). O
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oS} 1

Exemple 3.16. Bien que la série harmonique )", - diverge, sa version alternée

— (-n*tt 1 11
; n T ltatszogt

converge par le test des séries alternées (Théoréme 3.15). Il est possible de montrer que la valeur de cette
série est In(2), mais il faut d’abord définir 'intégrale, ce qui viendra au Chapitre 6. Pour le moment, nous

(_1)n+1

——— > 0. En effet, soit (s,)52; la suite des sommes partielles.

nous contentons de constater que EZO:1
Alors, pour tout n € N, on a

T N T 1
2n = 2 371 m—1_ 2n
1

1 1
3156 T T e nien)

N = N =

>

Puisqu’une sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite (Proposition 2.21), nous avons
que (S25,)22, converge. Par la Proposition 2.12,

lim so, > —.
n— o0 2

Il s’ensuit que

00 (_1)n+1 . . 1
27: lim s, = lim s9, > =
= n n—o00 n—o00 2

3.3 Convergence absolue et conditionnelle

Cette section illustre le fait que, pour certaines séries, 'ordre des termes est important pour en déterminer
sa valeur.

Exemple 3.17. Dans la derniére section, nous avons montré que la série harmonique alternée

11 1 1 1
-+ -+ ==+ 3.3
2 3 4 5 6 (3:3)
converge vers une valeur L > 0. Considérons maintenant la série suivante, ot I'on a simplement changé

l'ordre des termes :

Sopololploloinoo1 )
~" 2 43 6 8 5 10 12 '
ou
1 1 1 cN
a3n—2 = s ——=, A3n-1= — 7 (7, 3p = —7—, N .
MR T op 1 TN a2 7P 4n
Nous allons montrer que
IS
mn — 5
n=1 2

c’est-a-dire, en réarrangeant les termes de (3.3), la valeur de la série passe de L a %
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Montrons d’abord que la série (3.4) converge. Soit (s,)5°; la suite des sommes partielles. Puisque

a3n—2 + a3p—1 + a3pn = 2n1— 1~ 2(2n1— 0~ ﬁ (3.5)
= 5T i (3.6)
- 2271(2(271—1)” (87)
= m, (3.8)

on a que
n

1
San =D Ak(2k — 1)

k=1

1 1 1 _
n=1 TnEn=1) O 2 =1y < ThEn=2) —

converge par le test de comparaison (Théoréme 3.10) et 'Exemple

C’est-a-dire, (33n) >, est la suite des sommes partielles de la série -

1 1
Snn=T) = n(n—l)’ done 377, In(2n-1)
3.3. Il s’ensuit que (s3,)5%; converge. De plus,

E

‘3371 - SSn—l‘ = an

donc (sgn—1)52 converge vers la méme limite (Exercice (2.13)). De méme,

1

|53n - 83n+1‘ = m

donc

lim sz, = hm S3p_1 = hm S3n41-
n—oo

11 s’ensuit que (s,,)22; converge (Exercice (2.7)b) et donc (3.4) est une série convergente.
Par (3.6), on a

1 1 1
a3k—2 + azg—1 + agp = 5 2]67—1 - % , pour tout k € N,

et donc

S3p = (a1 +as +a3) + (as + a5 + ag) + - - - + (a3p—2 + azn—1 + asn)

1 1 1+1 1+ n 1 1
2 2 3 4 2n—1 2n)°

Par conséquent,
oo o0
) 1 (_1)n+1 L
E an—q}l_{r;o&m—*g —_— = O
n=1 n=1

L’exemple précédent montre que la valeur d’'une série peut changer en changeant l'ordre des termes.
Cependant, certaines séries ont la propriété que leur valeur est indépendante de 1'ordre des termes :

Définition 3.18. Une série > a, converge absolument si ) .. |a,| converge. Une série > - a,

converge conditionnellement si elle converge, mais » - | |a,| diverge.
(_1)n+1

Exemple 3.19. La série Y | (=p*

< 1
= > 7 | -5 converge

o
converge absolument, car Enzl‘

n2 n2 n=1 n2
qyn+1 n41
(Exemple 3.11). En revanche, la série > >0 | (=1) converge conditionnellement, car > ° | = 7)1 =
° L est la série harmonique qui diverge (Exemple 3.8).
n=1n

Théoréme 3.20. Toute série absolument convergente converge.
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Démonstration. Soit Y - | a, une série telle que Y. 7 |a,| converge. En particulier, la série > 7, |ay|
satisfait au critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Montrons que > - a, satisfait aussi au critére de Cauchy.
Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tous m >n > N, on a

Han+1‘ + |an+2| + -+ |am|| <Ee.
Il s’ensuit que pour tous m >n > N, on a
|@nt1 + Gngz + -+ am| < ans1| + |ant2] + -+ |lam] < e. O

Définition 3.21. Un réarrangement d’une série
oo
> an
n=1
est une série de la forme -
D i),
n=1
ou
fN—N

est une fonction bijective.

Théoréme 3.22. Soit ZZO:1 an une série absolument convergente telle que

i a, = L.
n=1

Tout réarrangement de Y- | a, converge aussi vers L.

Démonstration. Soit f : N — N une fonction bijective. Soit £ > 0. Puisque la suite Y -, |a,| converge, elle
satisfait au critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Il existe alors N € N tel que

m

Z |a| <%, pour tous m >n > N.
k=n+1

De plus, comme Y-, a, = L, il existe M > N tel que

Zak - L
k=1
Puisque f est bijective, il existe K € N tel que

€
< ok pour tout n > M.

Soit n > K, et soit
m = max{f(k):1 <k <n}.

On a
> arm — L= (Z%‘(k) - Z‘”‘f) + (Za’“ _L> ’
k=1 k=1 k=1 =
n M M
<D aswy =Y ak|+ () _axn—L
k=1 k=1 k=1
m M
< D lad+ > a—L
k=M+1 k=1
2 2
=ec.
Il s’ensuit que Y77 ) az) = L. -
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Remarque 3.23. 1l est possible de grandement généraliser 'Exemple 3.17 et démontrer que si Y. | a,
est une série qui converge conditionnellement, alors pour tout L € R, il existe un réarrangement Zzozl af(n)
qui converge vers L. Nous ne couvrons pas la démonstration dans ce cours, mais I’étudiante ou I’étudiant
intéressé peut se référer a [3, Théoréme 7.38|.
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3.4 Exercices

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)
(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Dire si les séries suivantes sont convergentes ou divergentes.

)Zn 15n
) Yol i

(a
(b
()anzn
(d
(e

e
) Zn 1 n2)
1
) Xolt Groe
Montrer que

> 1
g 4n — 4n ¥1) 4
(Indice : Trouver A, B € R tel que C 4n_3) g1y = 47:4 5 + 13_ et utiliser une approche semblable
a celle de 'Exemple 3.3.)
Montrer que
S
“— n(n+2) 4
(Indice : n(n1+2) = % (% — m) Utiliser une approche semblable a celle de I'Exemple 3.3.)

Calculer

z:: n+1 f+n\/n+1

(Indice : multiplier le numérateur et le dénominateur par /n+ 1 — \/n et utiliser une approche
semblable a celle de 'Exemple 3.3.)

Soit > | a, une série convergente telle que a,, > 0 pour tout n € N. Montrer que »_~, a2 est
convergente. Est-ce toujours vrai si I'on ne requiert pas que a,, > 0 pour tout n € N7

Soit (a,)s2; une suite telle que lim,,_, |a,| = 0. Montrer qu'il existe une sous-suite (an, )52 ; telle
que >y an, converge

Montrer que si Y 2 a2 et Y o2, b2 convergent, alors ) - - anby, converge. (Indice : Montrer que
lab] < 1(a®+b?) pour tout a,b € R en utilisant que (|a| — [b])? > 0. Utiliser le test de comparaison. )

(Test de la racine.) Soit Y > | a, une série telle que a, > 0 pour tout n et la suite ({/a,)2

n=1
converge vers L € R. Montrer que si L < 1, alors la série converge, et si L > 1, alors la série diverge.
(Indice : s’inspirer de la démonstration du test du rapport (Théoréme 3.12).)

l—ap,
n=1 1+a,

Montrer que si > . a, converge et a, # —1 pour tout n € N, alors >~ diverge.

Soit -7 | a,, une série absolument convergente, et (b,, )22, une suite bornée. Montrer que Y >~ | anby,
converge absolument.

Montrer que si la suite (a, )22, satisfait a,, > 0 pour tout n € N et lim,,_, aZ“ = L < 1, alors
lim;, o0 @, = 0. (Indice : Utiliser le test du rapport (Théoréme 3.12).)

Soit (a,)52; une suite telle que lim, o a, = L existe. Montrer que la série >~ (@, — ani1)
converge et trouver sa valeur.

Soit Y07 | an et >~ by des séries convergentes. Montrer que Y~ (a, +by) est aussi convergente

et que
Z(an +b,) = Zan + Z b,.
n=1 n=1 n=1

Soit "7 | a,, une série convergente et ¢ € R. Montrer que Y| ca, est aussi convergente et
o0 (o)
g can =c E Q-
n=1 n=1
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(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)

Est-il vrai que si >~ a, et >~ b, sont des séries convergentes, alors > >~ a,b, est aussi
convergente ?

Soit >_7° , a, une série convergente telle que a,, > 0 pour tout n € N, et > >~ | b, une série telle
que
n

a n

lim =L
n— o0

existe. Montrer que Y > | b, converge absolument.

Soient 22021 an et Zf:;l b, des séries telles qu’il existe N € N tel que a,, = b, pour tout n > N.
Montrer que >~ a,, converge si et seulement si » . -, b, converge.

Soit Y7 | une série convergente telle que a,, > 0 pour tout n € N. Soit b, = W Montrer
que la série Y | b, est divergente.

Soit Y°°° | a,, une série convergente, telle que >~ | a,, = L. Montrer que Y -, (an+an,11) converge
et trouver sa valeur en fonction de L.

Soient ZZOZI a, et Zzozl b, des séries convergentes telles que a,, > 0 et b, > 0 pour tout n € N.
Montrer que la série > | max(ay,, b,) est convergente.

Soit (a,)22; une suite décroissante telle que a,, > 0 pour tout n € Net Y | a,, converge. Montrer
que lim,, ., na, = 0.

Soit Y >° | a,, une série convergente. Montrer que limy_,o0 Y ; an = 0.
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Chapitre 4

Fonctions

Le but de cette section est d’introduire la notion de continuité d’une fonction et de démontrer certaines
conséquences de cette propriété.

4.1 Conventions sur les fonctions

Dans ces notes, le terme « fonction » désignera toujours une fonction d’une variable réelle
f:D—R,

ou le domaine D de f est une union d’intervalles de longueur positive ou infinie dans R. Par exemple,
D =R, D =1[0,00), D =[-1,0)U(0,1], et D = (—00,2) U [3,4), sont des domaines valides, mais pas
D = {0}. Un domaine qui reviendra souvent est un segment, c’est-a-dire, un intervalle de la forme [a, b], ot
a,beRet a<hb.

Soit D un domaine, on dénotera par D I'union de D et de toutes les bornes des intervalles le constituant,
excluant +oo. Par exemple, si D = (0,1), alors D = [0,1]. Si D = (—1,0) U (0, 0), alors D = [~1, 00).

4.2 Limite

Définition 4.1. Soit f : D — R une fonction et 2o € D. Un nombre L € R est la limite de f au point
si pour tout € > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tout z € D satisfaisant 0 < |z — z¢| < J, on a

|f(z) — L| < e. Dans ce cas, on écrit
lim f(z)=L.

T—rTo

006

Zo

Exemple 4.2. Soit f: R — R la fonction donnée par f(z) = x pour tout € R. Montrer que

xli)nwlo f(m) = %0
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pour tout zy € R.

Solution. Soit € > 0. On doit trouver un nombre § > 0 tel que pour tout z € R satisfaisant 0 < |z — z¢| < J,

ona |f(x) — f(xo)] < e. Puisque |f(x) — f(x0)| = | — xo|, on peut prendre ¢ == ¢. O
Exemple 4.3. Montrer que

lim 2? = 23

Tr—xo

pour tout xy € R.

Solution. Soit € > 0. On doit trouver un nombre § > 0 tel que pour tout € R satisfaisant 0 < |z — x| < 9,
ona |22 — 23| <¢e. On a

2% — 25| = (2 + @0)(z — @0)| = |2 + o[ — wo| < (2] + |wo|) | — x|

De plus,
2| = |(z — 20) + 0| < |z — o] + [2o]-

Dong, si |z — 2| < J, on a
|2? — 22| < (| — xo| + 2|wo|) |z — z0| < (8 + 2|20])0.

Par conséquent, il suffit de trouver ¢ > 0 tel que (6 +2|zo|)d <e.Sid <1letd <
(14 2|z0|)0 < e. Il suffit alors de prendre

¢ = min (1, €> . O
1 —|—2|JJO‘

Le prochain résultat relie la notion de limite d’une fonction avec la notion de limite d’une suite telle que
vue au Chapitre 2.

TTozg]» alors (0 +2|x0])d <

Théoréme 4.4 (Critére séquentiel de la limite). Soit f: D — R une fonction et xg € D. Alors,

lim f(z)=1L

Tr—rTo
si et seulement si pour toute suite (a,)S%, qui converge vers xg telle que a,, € D et a, # xo pour tout n € N,
on alim, o f(a,) = L.

Démonstration. (= ) Supposons que lim, ., f(z) = L. Soit (a,)22; une suite qui converge vers x, telle
que a, € D et a, # xp pour tout n € N. On doit montrer que lim,_, f(a,) = f(L). Soit € > 0. Par la
définition de lim,_,,, f(x) = L, il existe § > 0 tel que |f(z)— L| < & pour tout x € D tel que 0 < |z —xzo| < 6.
Puisque lim,, o a,, = o, il existe N € N tel que |a,, — xg| < § pour tout n > N. Il s’ensuit que si n > N,
alors 0 < |a, — zo| < J, et donc |f(an) — L| < e. Par conséquent, lim,,_,~ f(an) = L.

( <) Supposons que pour toute suite (a,)S>; qui converge vers z telle que a,, € D et a, # xg
pour tout n € N, on a lim,_,« f(a,) = L. On doit montrer que lim,_,,, f(z) = L. Supposons le contraire,
c’est-a-dire que L n’est pas la limite de f au point xg. Donc, il existe € > 0 tel que pour tout § > 0, il existe
z € D tel que 0 < |z — x| <6 et |f(z) — L| > €. En prenant § = %, ot n € N, on obtient un nombre a,, € D
tel que 0 < |a, — zo| < £ et |f(a,) — L| > €. Ces nombres forment une suite (a,)52; telle que

an, €D et a,#x9 pourtoutn N,

1
|an, —xo| < — pour tout n € N, (4.1)
n
et
|f(an) — L] > ¢ pour tout n € N. (4.2)
L’inégalité (4.1) montre que lim, o @, = z¢ (Exercice (2.13)), mais U'inégalité 4.2 montre que (f(a,))o2,
ne converge pas vers L, contredisant ’hypothése. On a donc lim,_,,, f(z) = L. O
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Cette relation est utile pour démontrer certains théorémes sur les limites de fonctions a partir de résultats
déja établis sur les suites, sans utiliser directement la définition avec € et §. Par exemple, on peut facilement
obtenir le prochain théoréme a partir du théoréme analogue sur les suites (Théoréme 2.9).

Théoréme 4.5. Soient f: D — R et g: D — R deux fonctions de domaine commun D et xg € D tels que
les limites

existent.

(a) On a
i (7 + gto) = (i, 1)) + (fim o).

(b) Pour tout c € R, on a
lim cf(x) =c lim f(x).

o Jim. Jim.
i @)oo = (Jm, 7(0)) (jim o).

T—x0 T—xT0 T—rTo

(d) Sig(z)#0 pour tout x € D et limy_y,, g(x) # 0, alors

Démonstration. Montrons (a). On utilise le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.4). Soit (a,)02,
une suite qui converge vers xo telle que a, € D et a, # xo pour tout n € N. Soit L = lim,_,,, f(x) et
M =lim, ., g(x). Le critére séquentiel de la limite implique que lim,,_,~ f(a,) = L et lim,, g(a,) = M.
Par le Théoréme 2.9(a), on a lim, oo (f(an) + g(a,)) = L + M. Il s’ensuit par une autre application du
critére séquentiel de la limite que lim, ., (f(x) + g(z)) = L+ M.

Les démonstrations de (b), (¢) et (d) sont similaires (Exercice (4.4)). O

De méme, le critére séquentiel de la limite et le théoréme du sandwich pour les suites (Théoréme 2.5)
impliquent directement le prochain résultat.

Théoréme 4.6 (Théoréme du sandwich). Soient f,g,h: D — R des fonctions et xog € D tels que

flx) <g(z) < h(xr) pourtoutxz € D,x+# xo

et
xli_}rrxlo flx)=L= xli_g}o h(z).
Alors,
i o) = I
Démonstration. Exercice (4.10). O

Exemple 4.7. Montrer que
lim 2% sin(1) = 0.
x—0 z

Solution. On a —1 < sin(y) < 1 pour tout y € R (voir la Section 4.5 pour plus de détails sur les fonctions
trigonomeétriques), donc

—2® < a”sin(1) <2, pour tout z € (—o0,0) U (0, 00).
On a lim,_,o 2? = 0 par I'Exemple 4.3, et aussi lim,_,q —2% = 0 par le Théoréme 4.5(b). Par le théoréme du
sandwich (Théoréme 4.6), on a lim,_,o 2 sin(1) = 0. O

x
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4.3 Continuité

La prochaine définition est une des plus importantes en mathématiques.

Définition 4.8. Soit f: D — R une fonction et g € D. La fonction f est continue au point x( si pour
tout & > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tout « € D satisfaisant |z — x| < d, on a |f(z) — f(zo)| < €.
Sinon, f est discontinue au point . Si f est continue en tout point de D, on dit que f est continue, et
si non, on dit que f est discontinue.

La continuité est intimement liée & la notion de limite.

Proposition 4.9. Une fonction f: D — R est continue au point xog € D si et seulement si

lim f(z) = f(zo)-

T—To

Démonstration. Dans la Définition 4.8, la seule différence avec la définition de la limite lim, ., f(x) = f(zo)
est qu’on ne requiert pas que 0 < |z —xg|, c’est-a-dire que x # . Mais si = g, alors |f(x)— f(x0)| = 0 < ¢,
donc les énoncés sont équivalents. O

Exemple 4.10. L’Exemple 4.2 montre que la fonction f : R — R, f(x) = x est continue. L'Exemple 4.3
montre que la fonction f: R — R, f(z) = 22 est continue.

Exemple 4.11. Montrer que la fonction signe

-1 sizx<O0
sgn:R— R, sgn(z)=<0 siz=0
1 siz >0

est discontinue.

Solution. Montrons que sgn est discontinue au point x = 0. Il faut montrer qu’il existe € > 0 tel que pour
tout & > 0, il existe z € R tel que |z — 0| < § et |sgn(z) — sgn(0)| > . Soit € = 1 et soit § > 0. En prenant

z=3%, onaque|r—0]=§<et|sgn(z)—sgn(0)=[1-0/=1>c. O

2
La Proposition 4.9 et le Théoréme 4.5 impliquent immédiatement le prochain théoréme.

Théoréme 4.12. (a) Soit f,g: D — R des fonctions de domaine commun D qui sont continues au point
xog € D. Alors,

(a) f+ g est continue au point x,

(b) pour tout ¢ € R, cf est continue au point xg,
(¢) fg est continue au point xg, et
)

(d) si g(x) # 0 pour tout x € D, alors f/g est continue au point xg. O

Exemple 4.13. Montrer que toute fonction rationnelle

(z)

flx) = ﬁ’ ou p et ¢ sont des polynomes et ¢ # 0
q(x
est continue sur son domaine D = {z € R : q(z) # 0}.
Solution. On a vu dans 'Exemple 4.10 que la fonction f(z) = = est continue. En appliquant la partie (c¢) du
Theéoréme 4.12 avec f et g = f, on obtient que =2 est continue. En continuant de la sorte, on a que 2" est

continue pour tout n € N. En appliquant (a) et (b), on a que tout polynéme p(z) = ag + a1z + - - - + a,x",
ou a; € R, est continue. Finalement, par (d), toute fonction rationnelle est continue sur son domaine. O
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Par exemple, la fonction

flz) = -~

e —1
est continue sur D = {x € R:z # +1} = (—o0,—1) U (—1,1) U (1, 00).
Une légeére modification de la démonstration du critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.4) donne le
prochain théoréme.

Théoréme 4.14 (Critére séquentiel de la continuité). Soit f : D — R une fonction et xg € D. Alors f
est continue au point xo si et seulement si pour toute suite (a,)5%, telle que a, € D pour tout n € N et

limy, 00 n, = Zg, on alim, o f(an) = f(zo). O

Remarque 4.15. Contrairement au critére séquentiel de la limite, on n’a pas besoin d’imposer que a,, # xg
pour tout n € N.

Exemple 4.16. Soit
1 sizeq@

fiR—R, f(x)_{() six ¢ Q.

Montrer que f est discontinue en tout point.

Solution. Soit xg € R. Supposons d’abord que z¢y € Q. Par la densité des nombres irrationnels, il existe
une suite (a,)52; telle que a, ¢ Q pour tout n € N et lim,, o ap, = zo (Corollaire 2.32). On a alors
lim, 00 f(an) = lim, 00 0 = 0 # f(zg) = 1. Par le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14), f
n’est pas continue en zg. De méme, si xy ¢ Q, alors il existe une suite (b,)32; telle que b,, € Q pour tout
n € N et lim, o, b, = 2 (Corollaire 2.32). On a lim,_, f(by) = lim, 400 1 =1 # f(xg) =0, donc f n’est
pas continue en xg. O

Remarque 4.17. Il est possible de construire une fonction f : R — R qui est continue en tout point
irrationnel et discontinue en tout point rationnel. Elle est définie en posant f(z) = 0 si « est irrationnel et

flz) = % siz= ¢ olla€Zetbec N sont relativement premiers. Nous ne couvrons pas cette fonction dans

ce cours, mais I’étudiante ou étudiant intéressé peut consulter [3, p. 103].

Tout comme le critére séquentiel de la continuité, le critére séquentiel de la limite est trés utile pour
simplifier les démonstrations. Par exemple :

Théoréme 4.18. Soit f: D - R et g: E — R des fonctions telles que f(x) € E pour tout x € D, et soit
gof:D—R
z— g(f(2))

leur composition. Si f est continue au point xy € D et g est continue au point f(xo) € E, alors go f est
continue au point xo. En particulier, si f et g sont continues, alors g o f l’est aussi.

Démonstration. On utilise le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14). Soit (a, )52, une suite telle
que a, € D pour tout n € N et lim, o a, = xo. Puisque f est continue en zp, on a lim, f(a,) =
f(xo). Puisque g est continue en f(xg), le critére séquentiel appliqué a la suite (f(a,))$2; montre que
lim,, 00 9(f(an)) = g(f(x0)), c’est-a-dire lim,, oo (g © f)(an) = (g o f)(xo). Par le critére séquentiel de la
continuité, g o f est continue en x. O

Exemple 4.19. La fonction g(x) = /Z est continue sur [0, 00) (Exercice (4.3)) et la fonction f(z) = 1+ 22
est continue sur R (Exemple 4.13). Puisque f(z) € [0,00) pour tout = € R, le Théoréme 4.18 montre que la
fonction g(f(x)) = V1 + 2?2 est continue.

Définition 4.20. Soit f: D — R une fonction. L’émage de f est 'ensemble
f(D)={f(x): 2z e D}.

On dit que la fonction est bornée si ensemble f(D) est borné, c’est-a-dire, s’il existe m, M € R tels que

m < f(x) < M pour tout x € D.
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Notons que f est bornée si et seulement si il existe B > 0 tel que |f(z)| < B pour tout € D (voir la
démonstration du Lemme 2.27).

Théoréme 4.21. Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f est bornée.

Démonstration. Supposons, au contraire, que f n’est pas bornée. Alors, pour tout n € N, il existe a,, € [a,b]
tel que |f(an)| > n. Puisque a < a,, < b pour tout n € N, la suite (a,)52; est bornée. Par le théoréme de
Bolzano-Weierstrass (Théoréme 2.23), il existe une sous-suite (an, )7, telle que

lim a,, =L

k—o0
existe. Puisque a < a,, < b pour tout n € N, on a a < L < b (Proposition 2.12), c’est-a-dire L € [a,b].
Puisque f est continue en L, on a limy_,o f(an, ) = f(L) (Théoréme 4.14). On obtient une contradiction car
|f(an,)| > nk > k pour tout k € N, donc la suite (f(an, ))5>; n'est pas bornée et donc ne peut converger. [J

Définition 4.22. Soit f : D — R une fonction. On dit que f atteint un mazrimum si son image f(D) a
un maximum, c’est-a-dire, il existe Tmax € D tel que f(z) < f(Zmax) pour tout z € D. De méme, on dit que
f atteint un minimum si f(D) a un minimum, c’est-a-dire, sl existe xmin € D tel que f(zmin) < f(x)
pour tout z € D.

Les deux prochains résultats sont parmi les propriétés les plus importantes des fonctions continues. Nous
allons les utiliser a maintes reprises dans les prochains chapitres.

Théoréme 4.23 (Théoréme des valeurs extrémes). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment
[a,b]. Alors, f atteint un minimum et un mazimum.

Démonstration. Par le Théoréme 4.21, 'ensemble E := f([a,b]) est borné. Par le principe de complétude,
inf(E) et sup(E) existent. On doit montrer que inf(E) € E et sup(E) € E. Soit M := sup(FE). Montrons que
M € E. Pour tout n € N, le nombre M — % n’est pas une borne supérieure de E = f([a,b]), donc il existe
Ty, € [a,b] tel que M — 1 < f(z,). Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.23), il existe une
sous-suite (zy, )72 ; telle que limy_,o0 Ty, = L existe. Puisque a < z,, < b pour tout k, ona aussia < L <b
(Proposition 2.12). Par la continuité de f et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14), on a

limg o0 f(2n,) = f(L). On a .
M — - < f(zp,) <sup(E) =M,
k
pour tout k € N, donc f(L) = M par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.5). Il s’ensuit que M € f([a,b]) =
E. La démonstration que inf(E) € E est similaire et est laissée en exercice (Exercice (4.11)). O

Exemple 4.24. 1l est important que la fonction f soit continue sur un segment [a, b], et non un intervalle
ouvert (a,b) ou semi-ouvert comme (a,b] ou [a,b). Par exemple, la fonction f : (0,1) — R, f(z) = L est
continue, mais n’atteint ni de maximum ni de minimum.
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Théoréme 4.25 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un
segment [a, b] telle que f(a) # f(b), et soit y un nombre compris entre f(a) et f(b). Alors, il existe ¢ € (a,b)
tel que f(c) =vy.

Démonstration. Montrons le cas ou f(a) < y < f(b) (le cas ou f(b) < y < f(a) est similaire). Soit E =
{z € [a,b] : f(x) < y}. Alors, E est non vide (car a € E) et borné (par a et b), donc sup(E) existe. Soit
¢ = sup(E). Montrons que f(c) = y. Puisque a < z < b pour tout x € F, on a a < ¢ < b, c’est-a-dire
¢ € [a,b]. Pour tout n € N, ¢ — % n’est pas une borne supérieure de E, donc il existe z,, € E tel que
c— % < 2, < c. Par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.5), on a lim, . &, = c¢. Par la continuité de f
en c et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14), on a f(c) = lim, o0 f(2n). Puisque f(z,) <y
pour tout n, on a f(¢) <y (Proposition 2.12). Comme f(b) >y, on a ¢ # b, et donc ¢ < b. Soit (b,)52; une
suite telle que ¢ < b,, < b pour tout n € N et ¢ = lim,, ., b,,. Puisque ¢ est une borne supérieure de F, on a
b, ¢ E pour tout n € N, et donc f(b,) > y pour tout n € N. Par conséquent, f(c) = lim, o f(by) > y. On
a donc f(c) >y et f(c) <y, ce qui implique que f(c) =y. O

Exemple 4.26. Montrer que le polynome x° 4+ 2z + 1 a une racine dans I'intervalle (—1,0).

Solution. Soit
f:[-1,00 — R, f(x)=2a"+2z+1.

La fonction f est continue car tout polynome est continu (Exemple 4.13). On a f(-1)=—-1-241= -2
et f(0) =1, donc f(—1) < 0 < f(0). Par le théoréme des valeurs intermédiaires (Théoréme 4.25), il existe
c € (—1,0) tel que f(c) =0. O

Proposition 4.27. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f([a,b]) est un
segment.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.23), I'ensemble f([a,b]) a un minimum
m = f(Tmin) et un maximum M = f(Zmax). Montrons que f([a,b]) = [m,M]. On a f([a,b]) C [m, M]
car m = f(min) < f(2) < f(Zmax) = M pour tout z € [a,b]. Pour montrer que [m, M] C f([a,b]), soit
y € [m, M]. Siy=m alors y = f(zmin) € f([a,b]), et siy = M alors y = f(Zmax) € f([a,b]). On peut donc
supposer que m < y < M, c’est-a-dire f(Zmin) < ¥ < f(Tmax). Par le théoréme des valeurs intermédiaires
(Théoréme 4.25), il existe ¢ entre Tyin €t Tmax tel que f(c¢) = y. Donc y € f([a, b]). O

4.4 Continuité uniforme

Soit f : D — R une fonction continue. Par définition, pour chaque zg € D et € > 0, il existe § > 0 tel que
|f(z) — f(zo)| < € pour tout x € D satisfaisant |x — x¢| < §. Notez que, a priori, le nombre § peut dépendre
a la fois de € et de z¢. Par exemple, dans 'Exemple 4.3 avec f(z) = x2, on a pris § = min(1, H%W) I1 est
parfois utile de pouvoir choisir un § uniformément, indépendamment du point zq, c’est-a-dire :

Définition 4.28. Une fonction f : D — R est uniformément continue si pour tout € > 0 il existe un
nombre § > 0 tel que pour tous z,y € D satisfaisant | —y| <, on a |f(z) — f(y)| < e.

Il est clair qu’'une fonction uniformément continue est continue.

Exemple 4.29. Montrons que la fonction f : R — R, f(z) = 22 n’est pas uniformément continue. Intuiti-

vement, cela correspond au fait que f croit de plus en plus vite quand x — oo, et donc plus x est grand,
plus il faut choisir un petit §. Pour le démontrer, supposons, au contraire, que f est uniformément continue.
En posant € = 1, il existe § > 0 tel que si |z — y| < 6, alors |22 — y?| < &. Pour tout z € Ret y = z + %,
onalr—y| =% <6, et donc |22 — y?| < 1. Puisque 2% — 2| = |z — y||z + y| = §|2z + §], ceci implique
que %\23: + g| < 1 pour tout x € R. On obtient une contradiction en prenant, par exemple, z = %, car
S22+ 3| > 222 =6z = 1.

La prochaine définition donne un critére important pour démontrer qu'une fonction est uniformément
continue.
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Définition 4.30. Une fonction f : D — R est lipschitzienne s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
F(@) — ()| < cle—y| pour tous ,y € D.

Proposition 4.31. Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. Soit f : D — R une fonction lipschitzienne de constante ¢ > 0. Soit € > 0. Posons ¢ = £.
Alors, pour tous x,y € D tels que [z —y| < d,on a |f(z) — f(y)| <clze —y| <cd=e. O

Dans la prochaine section, on montre que les fonctions trigonométriques sont lipschitziennes.

Proposition 4.32. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f est uniformément
continue.

Démonstration. Supposons, au contraire, que f n’est pas uniformément continue. Alors, il existe ¢ > 0 tel
que pour tout § > 0 il existe z,y € [a, b] tels que |z —y| < § et |f(z) — f(y)| > &. En prenant § = L oun € N,
on obtient deux suites (z,,)52; et (y,,)52; dans [a, b] telles que |z, —yn| < L et |f(z,)— f(yn)| = € pour tout
n € N. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.23), il existe une sous-suite (z,, )32, telle que
limy 00 T, = L existe. Puisque |2, — Yn, | < rle < + pour tout k € N, la suite (yn, )32, converge aussi vers
L (Exercice (2.13)). Par la continuité de f en L et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14),
on a limg o0 f(@n, ) = f(L) = limk—yeo f(Yn, ). Par conséquent, limg_,o0 (f(@n, ) — f(yn,)) = 0, contredisant
que | f(xn,) — f(yn,)| > € pour tout k € N. O

Exemple 4.33. La fonction f : [0,1] = R, f(z) = v/z est continue (Exercice (4.3)) et donc uniformément
continue. En revanche, cette fonction n’est pas lipschitzienne (Exercice (4.12)).

4.5 Fonctions trigonométriques

Les fonctions sin(f) et cos(f) sont définis géométriquement par les coordononnées d’un point d’arc 6 sur
le cercle unitaire :

1 /sin(0)

cos(0)

Montrons que sin et cos sont des fonctions continues. Par leur définition géométrique, il est clair que

[sin(f)| <1, |cos(f)] <1, pour tout § € R. (4.3)

De plus, est plus long que la droite de longueur sin(6), donc sin(6) < 6 pour
f > 0. Il s’ensuit que

|sin(@)| < 10|, pour tout 6 € R. (4.4)
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On peut aussi déduire géométriquement les identités trigonométriques
sin(a + B) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(p) (4.5)
cos(a + ) = cos(a) cos(3) — sin(a) sin(f). (4.6)

L’étudiante ou ’étudiant intéressé peut se convaincre de la validité de ces identités en examinant la figure
suivante. (Ces identités peuvent aussi étre obtenus par la formule d’Euler, sachant que e*®e?? = ¢i(@+58) )

cos(a + f) sin(«) sin(8)

[]

sin(3) cos(«) sin()

sin(a + 3) 1

cos(8) sin(a) cos(3)

cos(«) cos(3)
De la, en posant o = =S¥ et 8 = % dans (4.5), on obtient

sin(z) = sin(%5Y) cos(ZEY) + cos(Z5Y) sin(ZHY). (4.7

De méme, en posant o = %ﬂ et = Y5 dans (4.5), on a
sin(y) = sin(£5Y) cos(£5%) — cos(ZEY) sin(£5Y). (4.8)
En soustrayant (4.8) a (4.7), on a
sin(r) — sin(y) = 2sin(*5%) cos(%).

Par conséquent,
|sin(z) —sin(y)| = 2| sin(*5%)[| cos(5¥)| < 2|1%F2| = |z —yl,
pour tous z,y € R. Il s’ensuit que la fonction sin est lipschitzienne de constante ¢ = 1, et donc uniformément
continue (Proposition 4.31).
Une analyse similaire avec 'identité

cos(x) — cos(y) = —2 sin(%ﬂ‘) sin(25%)

montre que cos(z) est aussi lipschitzienne.
On a donc :
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Théoréme 4.34. Les fonctions trigonométriques
sin:R— R e cos:R— R

sont uniformément continues. ]

Continuons de déduire quelques propriétés utiles des fonctions trigonométriques. On définit la fonction
tangente
sin(0)

tan(f) = cos(0)’

si cos(6) # 0. La figure suivante montre que

0] < |tan(f)|, pour tout —F <6 < 7.

A

1 /sin(0) tan(f)

~

cos(0)

En effet, aire du triangle aux sommets (0, 0), (1,0), et (1, tan(6)) est w, tandis que aire de la portion
du disque d’arc € est g.
Il sera utile plus tard de connaitre les limites suivantes.

Exemple 4.35. Montrer que
. sin(x)
lim —=

x—0 €T

=1

Solution. Par (4.4), on a |sin(z)| < |z| pour tout =z € R, donc @ < 1 pour tout = # 0. Puisque

o] < |tan(z)| = |22, on a

<1, pour tout z #0tel que — 5 <z < 3.

Puisque cos(z) est continue, on a lim,_,q cos(z) = cos(0) = 1. Par le théoréme du sandwich (Théoréme 4.6),
lim, o S22 — 1, O
Exemple 4.36. Montrer que

1 — cos(x)

lim =0.

x—0 x€X
Solution. Puisque sin’(x) 4+ cos?(z) =1, on a

(1 — cos(x))(1 + cos(x)) = 1 — cos?(z) = sin*(x),
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donc
l—cos(z)  sin’*(z)  sin(z) sin(z)

x (14 cos(z)) 1+ cos(z)

Puisque sin et cos sont continues, la fonction 1::0(:&) est continue au point z = 0, et donc lim,_,q 1;_%(:()1) =
liléléso()o) = 0. Puisque lim,_,q % =1, on a lim,_,o 1—%5(95) —1.0=0.

O
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4.6 Exercices

(4.1)

(4.2)

(4.3)
(4.4)
(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)
(4.11)
(4.12)
(4.13)

(4.14)

Montrer que

.1 1
lim — = —
T—To T i)

pour tout zo > 0 directement & partir de la Définition 4.1.
Montrer que la limite

lim cos(2)
z—0 T

n’existe pas. (Indice : utiliser le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.4).)

Montrer que la fonction f : [0,00) = R, f(x) = /z est continue. (Indice : \/z — /zg = \/%_T_f/"%)

Démontrer les parties (b), (¢) et (d) du Théoréme 4.5.
Montrer que la fonction
f*R—R, f(x)=|z|
est continue.
Montrer que la fonction
x? siz>0
JiR— R, f(gc):{l—ac2 siz <0

est discontinue.

Montrer que la fonction

zcos(L) siz#0

JR—R f(x):{o siz=0

est continue.
Soit f : (a,b) — R une fonction continue telle que lim,_; f(z) = L. Montrer que la fonction
f(x) size(a,b
gi(at] — R, glr)= /0 Sreled)
L siz=5b
est continue.

Soit f : (a,b) — R une fonction sur un intervalle ouvert (a, b) et soit xg € (a,b) tel que lim,_,,, f(z) =
L > 0. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert (¢, d) inclus dans (a, b) tel que x¢ € (¢,d) et f(x) >0
pour tout x € (¢,d), x # xo.

Démontrer le Théoréme 4.6.
Compléter la démonstration du Théoréeme 4.23.
Montrer que la fonction f : [0,1] = R, f(z) = /z n’est pas lipschitzienne.

Soient f :[a,b] = Ret g: [b,¢] = R des fonctions continues telles que f(b) = g(b). Montrer que la
fonction

h:la,c] — R,

2) = flx) sizé€la,l]
M=) {g(x) siz € [b,(]

est continue.

Soit f, g : R — R deux fonctions continues. Montrer que
h:R— R, h(z)=max(f(x),g(x))

est continue.
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(4.15)
(4.16)
(4.17)
(4.18)

(4.19)
(4.20)

(4.21)
(4.22)

(4.23)

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe a,b € [0, 1] tels
que |a — bl = 5 et f(a) = f(b). (Indice : Soit g : [0,3] = R, g(z) = f(z) — f(5 + «). Utiliser le
théoréme des valeurs intermeédiaires.)

Montrer que le polynome z* — 223 + 322 — 2x — 1 a une racine dans intervalle (1,2).

Soit f : R — R une fonction périodique, c’est-a-dire, il existe T' > 0 tel que f(x) = f(z + T') pour
tout x € R. Montrer que si f est continue, alors elle atteint un minimum et un maximum.

Soit f : R — R une fonction périodique (voir Exercice (4.17)) et continue. Montrer que f est
uniformément continue.

Montrer que la fonction f : [1,00), f(x) = v/z est uniformément continue.

Soit @ < b < cet f: (a,c) — R une fonction telle que les restriction f|qs : (a,0] — R et
flip,e) = [b,¢) — R sont uniformément continue. Montrer que f est uniformément continue.

Soit f :]0,1) — R une fonction continue telle que lim,_,; f(z) existe. Montrer que f est uniformé-
ment continue.

Soient f,g: D — R deux fonctions uniformément continues. Montrer que f + g est uniformément
continue.

Montrer qu’un polynéme de degré trois a au moins une racine.
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Chapitre 5

Dérivation

5.1 Définition de la dérivée

Intuitivement, la dérivée d’une fonction f au point xy peut étre vue comme la pente de la droite tangente
au graphe de f au point (xq, f(x0)).

i) \

Cette définition géométrique donne une bonne intuition a ce concept, mais elle n’est pas satisfaisante en
analyse réelle, car elle n’est pas assez précise. On doit la définir plus formellement pour établir une théorie
solide et rigoureuse de la dérivée. Pour y arriver, observons d’abord que si z est un autre point prés de x,

alors la pente de la droite passant par (o, f(xz0)) et (z, f(x)) s’approche de la droite tangente plus x est
prés de xg.

Lo
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Contrairement a la pente de la droite tangente, que nous cherchons & définir, la pente de la droite passant
par (zg, f(x0)) et (z, f(x)) peut étre calculée explicitement par une formule simple :

f(@) = f(zo)
r—x9

Puisqu’on s’attend a ce que cette pente soit une bonne approximation de la pente de la droite tangente
quand x est prés de xg, il est naturel de définir la dérivée comme la limite de ces pentes quand x tend vers
ZTo -
Définition 5.1. Une fonction f: D — R est différentiable au point xq € D si la limite
z)— f(x

lim f(z) — f(zo)

T—To r — X
existe. Dans ce cas, la limite est notée f’(xg), ou %(mo), et est appelée la dérivée de f au point zy. La

fonction est différentiable si elle est différentiable en tout point zo € D. On écrit f2) = 7, ) = 7
etc., si ces dérivées existent. On dit que f est infiniment différentiable si f*) existe pour tout k € N.

Remarque 5.2. On a

lim f(@) = flxo) _ lim flzo+h) - f(l"o)_
T—T0 T — X9 h—0 h

Il est parfois utile d’exprimer la dérivée comme le coté droit.
Exemple 5.3. Montrer que toute droite
f:R—R, f(x)=azx+Db
est différentiable et que f/(z) = a.
Solution. Soit xg € R. On a
f(x) = f(xo) _ (ax +b) — (awo +b) _ afz —x)

)

T — o T — o T — o
donc
i 1@ =) _
Tz—xg T — To
c’est-a-~dire, f'(z9) = a. O

Exemple 5.4. Montrer que la fonction

f:R—R, f(z)=2?
est différentiable et trouver sa dérivée.
Solution. Soit o € R. On a

f(x) = flzo) a®—ag  (x—x0)(x + m0)

= = = x4+ xp.
T — To Tr — Zg T — T
Donc
lim f@) = f(wo) = lim (z + x9) = 20,
Tr—x0 r — X T—rTo
c’est-a~dire, f'(zg) = 2xo. O

Exemple 5.5. Montrer que les fonctions trigonométriques
sin:R— R et cos:R—R
sont différentiables et que

sin’(z) = cos(z) et cos'(z) = —sin(x).
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Démonstration. Soit xg € R. On a

sin(x) — sin(zg) lim sin(zo + h) — sin(zo)

lim
z—zo ) h—0 h
— lim sin(xg) cos(h) + cos(xg) sin(h) — sin(zg) (par (4.5))
h—0 h
L . cos(h) —1 ] sin(h)
= }lllgb (mn(ajo)h + cos(zo) Y
= sin(zp) - 0 + cos(xg) - 1 (Exemples 4.35 et 4.36)
= cos(zp).
Donc sin est différentiable en g et sin’(zg) = cos(zp). Un argument similaire montre que cos’(zo) = — sin(zg)
(Exercice (5.5)). O

5.2 Propriétés de la dérivée

Proposition 5.6. Si une fonction f: D — R est différentiable au point xg € D, alors elle est continue au
point xog. En particulier, toute fonction différentiable est continue.

Démonstration. On a

dim 1) = i (L2210 0 ) = 1000+ st00) = s,
donc f est continue en xg par la Proposition 4.9. O

En revanche, une fonction continue n’est pas nécessairement différentiable :

Exemple 5.7. Soit f: R — R, f(z) = |z|. Cette fonction est continue (Exercice (4.5)). Montrer qu’elle
n’est pas différentiable au point 0.

Solution. Pour tout x # 0, on a

f@) = f(O) _ |af _
o sgn(z).
La limite de sgn(z) au point 0 n’existe pas (voir la solution de ’'Exemple 4.11), donc f n’est pas différentiable
au point 0. O

Soit f: D — R une fonction différentiable au point x¢ € D. La tangente de f au point x( est la droite
de pente f’(xg) passant par (xq, f(zo)), ¢’est-a-dire,

T:R—R, T(x)= f(xo)+ f'(z0)(x — x0).

La propriété fondamentale de la dérivée est que cette tangente est une bonne approximation de f prés de
ZIo -

Théoréme 5.8. Soit f : D — R une fonction différentiable au point xq € D. Alors, il existe une fonction
€: D — R continue au point xo telle que e(xg) =0 et

f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + e(x)(x — xo),  pour tout xz € D. (5.1)
Par conséquent, il existe une fonction ¢ : D — R telle que ¢ est continue en xg, ¢(xg) = f'(x0), et

f(@) = (o) + o(z)(x = o).

De plus, si [ est continue sur D, alors € et ¢ le sont aussi.
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Démonstration. Soit T la tangente de f au point x( et soit

f(x)=T(x) :
e: D —R, s(x)z{o e S?m?éxo
S1 X = Xg.

La fonction ¢ satisfait (5.1) et est continue au point ¢ si et seulement si lim,_,,, () = e(zo) (Proposition
4.9). Pour tout = # x, on a

flx) =T(x)  fz) = flzo) = f'(@o)(x —x0) _ flx) = f(w0)

— — — _ f!
elw) = T — I T — T T — 3 f(o),
donc
lim e(z) = f'(z0) — f'(xo) = 0 = &(xo),
T—x0
et € est continue en z. On définit alors p(z) = f'(x) + &(x). O

Remarque 5.9. L’interprétation de ce théoréme est que, puisque la fonction € est continue au point xg et
que £(xp) = 0, on a que e(x) est trés petit prés de xg, et done f(z) = f(xo) + f/(x0)(x — x0) prés de .

En plus de donner une intuition géométrique de la dérivée, le précédent théoréme est utile pour de
nombreuses démonstrations. Entre autres :

Théoréme 5.10 (Théoréme de dérivation des fonctions composées). Soient f: D - R et g: E — R des
fonctions telles que f(x) € E pour tout x € D. Si f est différentiable en xo et g est différentiable en f(xo),
alors la composition go f: D — R est différentiable en xq, et

(g0 f) (w0) = g'(f(w0)) [ (w0)-

Démonstration. Grace au Théoréme 5.8, on peut écrire f(x) = f(z
continue en zq et ¢(xg) = f'(x0). De méme, soit yo = f(x0), on a g(y
est continue en yo et ¥(yo) = ¢'(yo). Il s’ensuit que

)+ @(x)(z — x0), ot ¢ : D — R est
=g(yo) +¢ ()(y Yo),ouv: E— R

9(f () = 9(yo) + ¥ (f (2))(f(x) = o)
= 9(f(x0)) +¢(f(2))(f(2) = f(20))
= 9(f(z0)) + ¥(f(x))p(x)(z — z0),

et donc
9(f(@)) — g(f(20))

r — X

= ¥(f(2))p(x)

pour tout € D. Puisqu'une composition et un produit de fonctions continues sont continues (théorémes
4.18 et 4.12), on a que ¥ (f(z))p(z) est continue en xy. Par conséquent,

tim IS ZIG@O) _ iy ) o) = b F(o)olan) = o' (F(20)) f (a0). O

T—To T — X T—To

Théoréme 5.11. Soient f,g: D — R des fonctions différentiables en xg.
(a) f+ g est différentiable en xq et (f + g)'(zo) = f'(z0) + ¢'(x0).
(b) Pour tout ¢ € R, cf est différentiable en xq et (cf) (xo) = cf’(x0).

(¢) fg est différentiable en xg, et
(f9)' (x0) = f'(z0)g(x0) + f(w0)g' (w0)-

(d) Sig(z)# 0 pour tout x € D, alors 5 est différentiable en z( et

f'(x0)g(z0) — f(z0)g'(z0)

£V () —
(g)( 0) g($0>2
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Démonstration. On utilise le Théoréme 5.8, de maniére similaire & la démonstration du Théoréme 5.10. La
démonstration est laissée en exercice. O

Exemple 5.12. La fonction

wrcos(l) six#0

T

fiR—R, f(x):{O sizx=0

est continue (Exercice (4.7)). Calculer sa dérivée pour = # 0 et montrer qu’elle n’est pas différentiable en
z=0.

Solution. Pour x # 0, on utilise, d'une part, la régle du produit (Théoréme 5.11(c)) avec z et cos(L), et
d’autre part le théoréme de dérivation des fonctions composées (Théoréme 5.10) pour cos(+). On obtient,

xT

1
T
1 01 1
=cos(;) t x| —sin(y) | ——
=cos(L) + Lsin(L).
Ce calcul n’est pas valide pour z = 0. On a

f(z) = f(0)

I = 1 1
arli}%) r—0 x%COS(I%
et cette limite n’existe pas (Exercice (4.2)). Par conséquent, f n’est pas différentiable en z = 0. O

5.3 Théoréme des accroissements finis
Le prochain résultat est un des fondements du calcul différentiel : la dérivée permet de localiser les points
extrémes d’une fonction.

Théoréme 5.13 (Théoréme de Fermat). Soit f: (a,b) — R une fonction continue atteignant un minimum
ou un maximum & un point xg € (a,b). Si f est différentiable en xg, alors f'(xo) = 0.

Démonstration. Démontrons le cas ol zg est un maximum ; le cas ol zg est un minimum est démontré de
maniére semblable. On doit montrer que f/(zg) = 0. Si f'(xg) > 0, alors

lim f(x) — f(z0)

T—To Tr — X

> 0.

Done, soit € = f/(x¢), par la définition de la limite, il existe § > 0 tel que

w — f(z0)| <e= f'(z0) pour tout z € (a,b) tel que 0 < |z — xo| < 4.
— g
Il s’ensuit que

f(@) = flwo)

r — X

0< < 2f'(z0) pour tout x € (a,b) tel que 0 < |z — zo| < 4.

En particulier, pour tout x € (a,b) tel que zp < x < zyo+J, on a

f(@) = f(wo)

P >0 = f(z)> f(zo),

f(@) = f(xo) = (x — z0)
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contredisant que f(xp) est un maximum de f. De méme, si f/(z() < 0, alors il existe § > 0 tel que

f(x) = f(xo)

<0 pour tout z € (a,b) tel que 0 < |z — xg| < 6.
T — X0

11 s’ensuit que si z € (a,b) est tel que zg — 6 < = < xg, alors

L R e A
contredisant que f(zp) est un maximum de f. Par conséquent, f'(xg) = 0. O

Théoréme 5.14 (Théoréme de Rolle). Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que f(a) = f(b) =0. Si
[ est différentiable sur (a,b), alors il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.23), f atteint un minimum f(Zmi,) et un
maximum f(Zmax)- Si f(Zmin) = f(Zmin) = 0, alors f est constante et 'on peut prendre n’importe quel point

€ (a,b). Sinon, soit f(zmin) < 0, ou f(Zmax) > 0. Si f(@min) < 0, alors zmiy € (a,b) et donc f'(zmin) =0
par le théoréme de Fermat (Théoréme 5.13). Dans ce cas, on peut donc prendre ¢ = Zp,. De méme, si
f(@max) > 0, on a Tmax € (a,b) et f'(Tmax) = 0, donc on prend ¢ = Xyax- O

Le prochain théoréme est un outil indispensable de I’analyse réelle.

Théoréme 5.15 (Théoréme des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et
différentiable sur (a,b). Alors, il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que

b) —
ORCES (0}
Démonstration. Soit L : R — R la droite passant par (a, f(a)) et (b, (b)), c’est-a-dire
L) =IO oy fa).

La fonction g(z) = f(z) — L(x) satisfait alors les hypothéses du théoréme de Rolle (Théoréme 5.14), donc il
existe ¢ € (a,b) tel que ¢'(c) = 0. Puisque L'(x) = W, onagf(c)=f'(c) — W =0. O

Exemple 5.16. Dans 'Exemple 4.26, on a montré que le polyndme x® 42z + 1 a une racine dans ’intervalle
(—1,0). Montrer que cette racine est unique.

Solution. Soit f :[—1,0] — R, f(x) = 2°+2x+1. Supposons qu’il existe deux nombres a,b € (—1,0) tels que
a<bet fla)=0et f(b) =0. Par le théoréme des accroissements finis (Théoréme 5.15), il existe ¢ € (a, b)

tel que f'(c) = fO-1@) — g Mais f(z) = 52* + 2 > 2 pour tout z, donc f’ n’a pas de racine, contredisant
b

—a

que f’(c) = 0. Par conséquent, la racine est unique. O
Montrons deux applications du théoréme des accroissements finis.
Théoréme 5.17. Si f : [a,b] — R est différentiable et f': [a,b] = R est bornée, alors f est lipschitzienne.

Démonstration. Soit M > 0 tel que |f'(z)] < M pour tout = € [a,b]. Soit x,y € [a,b] tels que z < y. Alors f
est différentiable sur [z, y], donc, par théoréme des accroissements finis (Théoréme 5.15), il existe ¢ € (z,y)

tel que f'(c) = LU=LE 11 wensuit que |f(2) — f(y)] = |/ (©)lle —y| < Mlz —yl. 0
Exemple 5.18. Montrer que la fonction f: [0, Z] = R, f(z) = Wlu) est lipschitzienne.

Solution. On a f'(x) = 7:;:2(8). La fonction fcsoi;((mx)) est continue sur [0, Z], et donc bornée (Théoréme
4.21). Par le Théoréme 5.17, f est lipschitzienne. O
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Définition 5.19. Une fonction f : D — R est croissante si f(x) < f(y) pour tous x < y, strictement
croissante si f(x) < f(y) pour tous z < y, décroissante si f(x) > f(y) pour tous z < y, et stricte-
ment décroissante si f(x) > f(y) pour tous x < y. Une fonction est monotone si elle est croissante ou
décroissante.
Théoréme 5.20. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et différentiable sur (a,b).

(1) Si f'(x) > 0 pour tout x € (a,b), alors [ est croissante.

(2) Si f'(x) (a,b

(3) Si f'(x) <0 pour tout x € (a,b
(4) Si f'(x) <0 pour tout x € (a,b
() ) (a,b

5) Si f'(z) = 0 pour tout x € (a,b), alors f est constante.

)
> 0 pour tout x € (a,b), alors f est strictement croissante.
), alors f est décroissante.
)

, alors f est strictement décroissante.

Démonstration. Montrons (1) ; les autres parties sont laissées en exercice (Exercice (5.4)). Soient z,y € [a, b]

tels que z < y. Par le théoréme des accroissements finis (Théoréme 5.15) appliqué a la restriction de f sur
[z,9], il existe ¢ € (x,y) tel que f'(c) = w Puisque y —z > 0 et f'(¢) > 0, on a f(y) — f(x)

f(e)(y —z) =0, done f(z) < f(y). O
Le théoréme des accroissements finis est aussi utile pour obtenir des approximations de fonctions.

Exemple 5.21. Soit la fonction
[:00,5] — R, f(z)=sin(z).

Pour tout z € (0, 3], le théoréme des accroissements finis (Théoréme 5.15) appliqué a [0, 2] donne un point

c € (0,z) tel que .
) = FO) i) _ oy
z—0 x

On retrouve donc l'inégalité
sinx <x pour tout 0 <z < %

Soit g(z) =1 — “"—; — cos(z), pour x € [0, 7]. Par le théoréme des accroissements finis, pour tout x € (0, 7],

on a un point ¢ € (0, z) tel que

g(x; - g(O) -5 - €O8(®) _ () = sinc) — ¢ < 0.

Donc

1- 5 < cos(x), pour tout 0 <z < 7.

Maintenant, soit h(z) = sin(z) — x + %. Par le théoréme des accroissements finis, on a un point ¢ € (0,x)
tel que
. 3
h(xz) —h(0) sin(z) —z+ % c?

—0 - - :h'(c):cos(c)—1+5>0.

Il s’ensuit que

T— 5 < sin(z) <z, pour tout z € (0, 5].
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5.4 Exercices

(5.1)
(5.2)
(5.3)

(5.4)
(5.5)
(5.6)

(5.7)
(5.8)
(5.9)

(5.10)
(5.11)
(5.12)

(5.13)

(5.14)
(5.15)

Montrer que tout polynoéme est différentiable et trouver sa dérivée.
Démontrer le Théoréme 5.11.

Montrer que la fonction

r?sin(L) siz#0

T

f:R—R, f(x):{

0 siz=0
est différentiable sur R et trouver f’.
Compléter la démonstration du Théoréme 5.20.
Montrer que la fonction cos est différentiable et que cos’(x) = —sin(z) pour tout z € R.

Soient f et g des fonctions différentiables sur (a,b) telles que f(x) < g(x) pour tout = € (a,b). Soit
xo € (a,b) un point tel que f(zo) = g(xo). Montrer que f'(xo) = ¢'(x0).

Soit f : R — R une fonction périodique (Exercice (4.17)). Montrer que si f est différentiable, alors
f" est aussi périodique. [Indice : Utiliser le théoréme de dérivation des fonctions composées.]

Soit g : R — R une fonction continue au point = 0. Montrer que la fonction f(z) = zg(x) est
différentiable au point x = 0.

Soient f et g des fonctions différentiables sur [a,b] telles que f/(z) = ¢'(x) pour tout = € (a,b).
Montrer que g(x) = f(z) + ¢ pour une constante ¢ € R.

Montrer que le polynéme 1 — 2z — 23 — 2° a exactement une racine réelle.

Montrer qu’il existe un unique nombre réel = tel que cos(x) = 2z.

Soit f : (a,b) — R une fonction telle que f’, f”, et f" existent. Montrer que si f a quatre racines,
alors f”/ au moins une racine.

Montrer que la fonction

z?sin(2) siz#0

filFL1 =R, f<x>{0 B

est lipschitzienne.

Montrer que 1 — “32—2 < cos(z) <1-— % + ”2”—1 pour tout z € (0, .
Montrer que la fonction

22 sizeQ
0 sizéQ

est différentiable au point x = 0, et n’est pas différentiable en tout autre point.

f:R—R, f(x)z{
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Chapitre 6

Intégration

Le but de ce chapitre est de définir 'intégrale

/ab f(z)dx

d’une fonction f : [a,b] — R et de démontrer certaines propriétés. Entre autres, on démontrera le théo-
réme fondamental du calcul différentiel et intégral, reliant les notions d’intégration et de différentiation et
permetant de calculer des intégrales avec la formule

b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a).

6.1 Définition de I’'intégrale

Définition 6.1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée (Définition 4.20). Une partition du segment [a, b]
est un ensemble fini P = {xg,x1,x2,...,2,}, Ol

a=x9<x1 <x3<--< Ty, =0
Pour chaque ¢ = 1,...,n, on note

M;(f,P) =sup{f(x):x € [x;_1, 2]}
m;(f, P) =1inf{f(z) : ¢ € [x;-1, 2]}

La somme de Riemann supérieure est

n

S(f,P) =Y Mi(f,P)(w; — xi 1)

i=1

et la somme de Riemman inférieure est
S(f,P) =" mi(f, P)(w;i — zi_1).
i=1

Puisque m;(f, P) < M;(f, P) pour tout 4, on a
S(f,P) < S(f,P).
On dit qu’'une partition @ est un raffinement de P si P C Q.

Proposition 6.2. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, soit P une partition de [a,b], et soit Q un
raffinement de P. Alors,

S(f,P)<S(f,Q) et S(f,Q) <S(f,P).
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Démonstration. Chaque intervalle [x;_1,x;] de P est subdivisé par @ en sous-intervalles

[th, tior1]s [Eot1s thsals - o [tim1,

ol z;_1 =t <--- <t =x;. Donc, pour chaque j telque k+1<j5<1I,ona
m;(f, P) =inf{f(z) : @ € [wi—1, @]} <inf{f(t) 1t € [t;—1, 4]} = m;(f, Q).

Par conséquent,

m;(f,Q)(t; —tj—1).

j=k+1
En sommant sur chaque intervalle de P, on a alors S(f, P) < S(f,Q). Un argument similaire montre que
S(f,Q) < S(f,P). O

Proposition 6.3. Soit f : [a,b] = R une fonction bornée et soient P et Q deuz partitions de [a,b]. On a

S(f,P) < S(£.Q).

Démonstration. La partition R = PUQ est un raffinement commun de P et (), donc par la Proposition 6.2,
on a

S(f,P) < 8(f,R) < S(f,R) < 5(£,Q). O
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, soit
A= {S(f, P) : P est une partition de [a, b]} (6.1)
I’ensemble de toutes les sommes de Riemann inférieures de f, et soit
B = {S(f, P) : P est une partition de [a, b]} (6.2)

I’ensemble de toutes les sommes de Riemann supérieure de f. La Proposition 6.3 implique que a < b pour tout
a € A et b € B. En particulier, A est borné supérieurement, B est borné inférieurement, et sup(A) < inf(B)
(Proposition 1.14). Autrement dit, on peut définir

S(f) == sup{S(f, P) : P est une partition de [a, b]}
S(f) = inf{S(f, P) : P est une partition de [a, b]}.

et on a B
S(f) < S(f)
Définition 6.4. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable si
S(f) = S(f).

Dans ce cas, on dénote cette valeur commune par

/ab f(z)dx.

/ba f(z)dz = —/ab f(z)dz

/ f(z)dr =0, pour tout ¢ € [a,b].

c

On défini aussi

et
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Exemple 6.5. Montrer que la fonction constante
fila,b) — R, f(z)=c
est intégrable et que
/b f(z)dx = c(b—a).
Solution. Soit P = {xg,x1,...,2z,} une partition de [a,b]. On a

M;(f, P) =sup{f(z) : @ € [wi—1, x|} = c
et

mi(f, P) =inf{f(z):z € [z;_1,2]} = ¢
pour tout i. Donc

n n

g(f, P) = ZMl(f, P)(.Tz — xi—l) = X:C(J}z — xi—l) = C(b — a)

i=1 i=1

et
§(f,P) = Zmz(fap) = c(b—a).
i=1
Il s’ensuit que S(f) = ¢(b—a) = S(f), donc f est intégrable et f: f(z)dx = c(b—a). O

Exemple 6.6. Montrer que pour tous a,b € R tels que a < b, la fonction

1 sizeQ
fila,b] — R, f(z)= .
0 sizé¢Q.
(voir Exemple 4.16) n’est pas intégrable.
Solution. Soit P = {xg,21,...,2,} une partition de [a,b]. Par la densité des nombres rationnels et ir-

rationnels (Section 2.6), tout intervalle [x;_1,z;] contient un nombre rationnel et irrationnel. Par consé-
quent, M;(f,P) = 1 et m;(f,P) = 0 pour tout i. Il s’ensuit que S(f,P) = >i (z; — x;—1) = b—a et
S(f,P)=>",0(z;—x;—1) = 0. Donc S(f) =b—a et S(f) = 0. Puisque S(f) # S(f), la fonction f n’est
pas intégrable. O

6.2 Critéres d’intégrabilité

Théoréme 6.7 (Critére de Riemann). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors, f est intégrable si et
seulement si pour tout € > 0 il existe une partition P de [a,b] telle que S(f,P) — S(f,P) < e.

Démonstration. (=) Supposons que f est intégrable. Soit € > 0. Soit S = ff f(z)dz = S(f) = S(f). On

aS—5 <S(f), et S(f) est la plus petite borne supérieure de I'ensemble (6.1), donc S — § n’est pas une

borne supérieure (6.1). Il existe alors une partition Py telle que S — § < S(f, P1). De méme, S + § n’est
pas une borne inférieure de 'ensemble (6.2), donc il existe une partition P, telle que S + § > S(f, P2). Soit
P = P, UP;. Alors P est un raffinement commun de P; et P, donc par la Proposition 6.2, on a

S(f,P) = S(f,P) < S(f,P) =S(f,P1) <(S+5)—(S—5) =«

( <= ) Supposons que pour tout £ > 0, il existe une partition P telle que S(f,P) — S(f,P) < . Puisque
S(f,P) <5(f) et S(f, P) = S(f), on a

On a alors 0 < S(f) — S(f) < & pour tout € > 0, et donc S(f) — S(f) = 0. O
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Théoréme 6.8. Toute fonction continue sur un segment [a,b] est intégrable.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Par le Théoréme 4.21, f est bornée. Montrons
que f est intégrable par le critére de Riemann (Théoréme 6.7). Soit € > 0. Puisque toute fonction continue
sur un segment est uniformément continue (Proposition 4.32), il existe § > 0 tel que |f(z) — f(y)| < 7=
pour tous z,y € [a,b] tels que |z — y| < 4. Soit P = {zg,x1,...,T,} une partition de [a,b] telle que
x; — x;—1 < 0 pour tout 7. Il s’ensuit que pour tous points z et y dans un intevalle commun [z;_1, ;] de P,
ona |f(x) — f(y)| < 5= . Puisque f est continue sur [z;_1,2;], le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme
4.23) implique qu’il existe ¢; € [x;-1,x;] tel que f(c;) = M;(f, P) et d; € [x;—1, ;] tel que f(d;) = m;(f, P).
On a donc M;(f, P) —m;(f, P) = f(c;) — f(di) < 3= . Par conséquent,

n

S(.P) = 8(£.P) = 3 (Mi(J, P) = mil f. P)) i i) < Y (s = 2im1) = p——(b—a) = .

; b—a b—a
=1

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), f est intégrable. O

Bien que les fonctions continues forment une grande classe de fonctions intégrables, il n’est pas nécessaire
d’étre continu pour étre intégrable :

Exemple 6.9. On a vu que la fonction

-1 siz<0
f-L1]—R, f(z)=40 six=0
1 sixz >0

est discontinue en z = 0 (Exemble 4.11). Montrons qu’elle est malgré tout intégrable en utilisant le critére
de Riemann. Soit € > 0. Soit P la partition de [—1, 1] donnée par

P={-1,-£¢£1}.

6767
On a
S(HP)= | s f@)] (C5- D)+ | s f@) ] -+ | sw fl@) | (1-5)
z€e[—1 ’6] 16[76,6] ze[g,l]
— (=4 D) 254+ (1-%)
=t
De méme,

Il s’ensuit que B
S(P) -S(FP) =55 =% <=

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), f est intégrable.
Proposition 6.10. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Si f est continue sur (a,b), alors f est intégrable.

Démonstration. On utilise le critére de Riemann. Soit € > 0. Soit M > 0 tel que |f(z)| < M pour tout

x € [a,b]. La fonction f est continue sur [a+ g57,b— 557/, et donc intégrable sur cet intervalle. Il existe alors
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une partition Q de [a + g57,b — g57] telle que S(f, Q) — S(f,Q) < 5. Soit P = {a} UQ U {b} la partition de
[a,b] obtenue en ajoutant a et b a Q. On a

S(£.P) = sup{f(x) 1w € [a.a + g7} g7 + SUL Q) +sup{f(@) 1w € b~ 5.} g7
SR -
et
S(f.P) = nf{f(x) : 2 € [a,a+ izl gz + S(,Q) +nf{/ (@) 12 € b— g7, W} 50—
€ 5
> 2M o +5(f,Q) = = +5(£,Q),
donc - e s e
Par le critére de Riemann, f est intégrable sur [a, b]. O

Exemple 6.11. Montrer que la fonction

sin(2) siz e (0,1]

est intégrable.

Solution. La fonction est continue sur (0,1] et bornée sur [0,1] car |sin(1)| < 1 pour tout z. Elle est donc
intégrable par la Proposition 6.10. O

6.3 Propriétés
La proposition suivante sera utile pour démontrer certaines propriétés de l'intégrale :
Proposition 6.12. Soient A CR et B C R des ensembles non vides et soit
A+B:={a+b:a€ Aetbe B}.
(1) Si A et B sont bornés supérieurement, alors A+ B l'est aussi et
sup(A + B) < sup(A4) + sup(B).
(2) Si A et B sont bornés inférieurement, alors A+ B lest aussi et
inf(A + B) > inf(A) + inf(B).
Démonstration. Montrons (1). Pour tout a € A et tout b € B, on a a < sup(4) et b < sup(B). Donc
a+ b <sup(A)+sup(B), pourtouta€ Aetbec B.

Il s’ensuit que A + B est borné supérieurement par sup(A4) + sup(B). Puisque sup(A + B) est la plus petite
borne supérieure, on a sup(A + B) < sup(A4) + sup(B). La démonstration de (2) est semblable. O

Le prochain résultat montre que l'intégrale est une application linéaire.

Théoréme 6.13. Soient f, g : [a,b] — R des fonctions intégrables.
(1) La fonction f + g est intégrable et

/ab(f(a?) + g(x))dz = /ab f(x)dx + /abg(x)dx,
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(2) Pour tout c € R, la fonction cf est intégrable et

b cf(x)dx = ¢ b f(z)dx.
J J

Démonstration. Montrons (1). Soit P une partition de [a,b]. On a

Mi(f + g, P) = sup{f(z) + g(x) : @ € [wi1, zi]}
<sup{f(z):z € [z;—1, 2]} +sup{g(z) : ® € [xs—1, 4]} (Proposition 6.12(1))
= M;(f, P) + Mi(g, P).

De méme, on a

mi(f + g, P) = mf{f(z) + g(x) : © € [zi, 2]}
>inf{f(x):z € [zi1, 2]} + Inf{g(x) : € [w;—1, 2]} (Proposition 6.12(2))

Il s’ensuit que
S(f+g9,P)<S(f,P)+S(9,P) et S(f+g,P)>S(f,P)+S(g,P)

et donc
S(f+9,P)=S(f+g,P) < (S(f,P) - S(f,P)) + (S(g, P) — S(g, P)) (6.3)

pour toute partition P de [a, b].

Soit € > 0. Puisque f et g sont intégrable, le critére de Riemann (Théoréme 6.7) implique qu’il existe
des partitions Py et P, telles que S(f, P1) — S(f, P1) < 5 et S(g, P,) — S(g, P) < 5. Soit P= P UP,. La
partition P est un raffinement de P; et P,, donc on a

par la Proposition 6.2. Par (6.3), on a
T e €
S(f+g,P)—-S(f+g,P)< gty=¢

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), f 4 g est intégrable. De plus, par (6.4), on a

pour tout € > 0, donc

Un argument similaire montre que

/ab(f(x) +g(x))dx > /abf(x)dm-k/abg(m)dx

ce qui prouve (1).
La démonstration de (2) est laissée en exercice (Exercice (6.7)). O
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La proposition suivante sera utile pour le prochain théoréme.

Proposition 6.14. Soit A C R un ensemble non vide et borné, et soit M > 0. Alors,
supA —infA< M

si et seulement si
la —b] < M  pour tous a,b € A.
Démonstration. (=) Supposons que sup(A) — inf(A4) < M. Soit a,b € A. Sia > b, alors [a —b] =a—b <
sup(A) — inf(B) < M. De méme, si a < b, alors |a — b| = b —a <sup(A) —inf(B) < M.
(«=) Supposons que |a — b] < M pour tous a,b € A. Pour tous a,b € A,onaa—b < |a—0b| <M, donc
a < M +b. 1l S’ensuit que M + b est une borne supérieure de A, donc sup(A) < M + b pour tout b € A. On

a alors sup(A) — M < b pour tout b € A, c’est-a-dire, sup(A4) — M est une borne inférieure pour A, et donc
sup(A) — M < inf(A). Il s’ensuit que sup(A) — inf(A) < M. O

Théoréme 6.15. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et g : [c,d] — R une fonction continue telle que
f(x) € [¢,d] pour tout x € [a,b]. Alors, la composition go f : [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. Montrons que le critére de Riemann (Théoréme 6.7) est satisfait. Soit € > 0. Soit M =
sup{|g(z)| : € [¢,d]}. Toute fonction continue sur un segment [c, d] est uniformément continue (Proposition
4.32), donc il existe un nombre 0 tel que 0 < § < 557 et

lg(z) — g(y)| < ﬁ7 pour tous z,y € [c,d] tels que |z — y| < 0.

Par I'intégrabilité de f et le critére de Riemann (Théoréme 6.7), il existe une partition P = {xo,z1,..., 7}
de [a, b] telle que S(f, P) — S(f, P) < 6%. Soit

A= {i: M;(f,P)—m(f,P) <}

B = {i: M;(f,p) —mi(f,P) > d}.
Sii€ Aetx,y € [xi—1, 2], alors [ f(z)— f(y)| < ¢ (par la Proposition 6.14), donc [g(f(x))—g(f ()| < 5577

On a alors

M;i(go f,P) —mj(go f,P) < pour tout i € A

€
2(b—a)’
(par la Proposition 6.14). Si ¢ € B, alors M;(f, P) — m;(f, P) > §, donc
52(% —zi-1) < Z(Mz(fa P) =mi(f, P))(x; — xi-1)
i€B i€B
< S(f.P) - S(f.P)
< 6%

Il s’ensuit que

Z(l‘l — .’[71;1) < 4.

i€B
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On a alors

n

Fwoﬁm—§@w2>—§} i(go f,.P)—mi(go f, P))(zi — xi_1)
—Z i(go f,P) —mi(go f,P))(xi — xi-1)

€A
"’Z i(go f,P) —mi(go f,P))(z; — xi1)
1€EB
€
—_— i 2M P — T
< 2(b — CL) Z( — X; 1 + Z ZT; 1
i€A i€B
€
—(b— 2M§
< 30—a) (b—a)+
<:Z + Z=e
2 2
Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), g o f est intégrable. O

Théoréme 6.16. Si f,g: [a,b] — R sont intégrables, alors fg : [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. On a fg = 1(f +g)* — 3(f — g)%. Il suffit donc de montrer que si f est intégrable, alors f?
lest aussi. Ceci découle du Théoréme 6.15 avec g(z) = z2. O

Théoréme 6.17. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et ¢ € [a,b]. Alors, les restrictions fli,. ) :
la,c] = R et flip : [c,b] = R sont intégrables et

/abf(x)dx _ /acf(:c)dx—i—/cbf(:v)dx

Démonstration. Soit € > 0. Par le critére de Riemann, il existe une partition Q de [a, é] telle que S(f,Q) —
S(f,Q) < 5. Enajoutant ¢ & Q, on a un raffinement P, satisfaisant S(f, P)—S(f, P) < S(f,Q)-S(f,Q) < 5
Soit Py = P Nla,c] et P, = PNcb], on a que Py et Py sont des partitions de [a b] et [b, c] respectlvement
telles que

§<f7p):ﬁ(fha,c]vPl)+§(f[c,b]ap2) et (f7 ) (

Il s’ensuit que

P1)+S(f|cb] P2)

0 < (S(flfaet Pr) = S liats P)) + (S(Flieass P) = S(ieay, P2)) < S(f,P) = S(f, P) <

l\D\m

donc

g(fl[a,c]apl) _ﬁ(.fha,c]vpl) <
g( ,]7P2)_§(f[c,b]7p2)<

M| ™

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), fliqa, et flic,p sont intégrable. De plus,

/f S(f,P)<S(f,P)+ = </f dx-i-*

3

/f < 5(F ey P1) < (/f r)dr+

/f <B(fleay, Po) < l/f o+ 5.
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On a donc

b

c b
F(@)dz < 5(f, P) = 5(fliacgs Pr) + S(Flioas P2) < / f(@)dz + / f(@)da +c.

a

et
/f dx+/ F(@)dz < 5(fliaegs Pr) + 5(flesy, Po) = S(f /f o+ 5.

Puisque € > 0 est arbitraire, on trouve

/ab f(z)dz = /acf(:c)d:n + /cb f(z)dz. O

Proposition 6.18. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable telle que
m < f(x) <M, pour tout x € [a,b].
Alors,
b
m(b—a) < / flx)de < M(b— a).

En particulier, si |f(x)] < M pour tout x € [a,b], alors

x)dx| < M(b— a).

Démonstration. L’ensemble P = {a,b} est une partition de [a,b] telle que

S(f,P) < M(b—a)

et
S(f,P)>m(b—a).

Puisque S(f, P) < f f(x)dz < S(f, P) pour toute partition P, le résultat suit. O

6.4 Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Par le Théoréme 6.17, pour tout x € [a, b], la restriction de f
sur [a,x] est aussi intégrable. En particulier, on peut définir une fonction

F:la,b)) — R, F(z / f(t) (6.5)

Théoréme 6.19 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral — Partie 1). Soit f : [a,b] = R
une fonction intégrable et soit F : [a,b] — R la fonction définie par (6.5). Si f est continue en xq, alors F
est différentiable en x¢ et F'(xo) = f(xo).

Démonstration. On doit montrer que

lim F(.’L‘) — F(Z‘o)

T—To T — X

= f (o). (6.6)

Pour tout x € [a, b] tel que x > x¢, on a

Fa) = Fan) = [ fode— [ pode= [ e+ [ o= [ senar= [ :f(t)dt
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par le Théoréme 6.17. La méme formule est valide si ¢ < zg, car F(z) — F(z9) = —(F(x0) — F(x)) =
— [2 f(t)dt = ffo f(t)dt. Tl s’ensuit que

F(x) — F(xg) = /ff f@t)dt, pour tout = € [a,b]. (6.7)

Pour montrer (6.6), soit € > 0. Puisque f est continue en xy, il existe & > 0 tel que si |z — 2| < § alors
|f(x) = f(zo)| < 5. Pour tout x € [a, ] tel que |z — x| < J, on a

FOZE) )| = |2 [ e 2 [ o] (07) et VBxempie 65)
T — To T —T0 Jyg, LT =20 Jgq
= j /m(f(t) - f(wo))dt‘ (Théoréme 6.13(1))
x o Zo
1 xr
- | v - e

Puisque [f(t) — f(zo)| < § pour tout ¢ € [xo,z], la Proposition 6.18 implique que

i €
[0~ st < Slo - al.
Zo
On a donc Fle) — Fao) .
xTr) — Zo 9 3
-7 7 < _ — = -
’ T — Xo f(@o)| < |3:—3c0|2‘x %ol 9 = °¢
pour tout z € [a,b] tel que |x — x| < 4. Il Sensuit que lim, ., %50(%) = f(xo), c’est-a-dire F est
différentiable en xg et F'(xg) = f(xo). O

Théoréme 6.20 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral — Partie 2). Soit f : [a,b] = R
une fonction intégrable et F' : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et différentiable sur (a,b) telle que
F'(x) = f(x) pour tout z € (a,b). Alors,

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Démonstration. Soit P = {xg,x1,...,2,} une partition de [a,b]. Par le théoréme des accroissements finis
(Théoréme 5.15), il existe ¢; € [z;_1, ;] tel que

fle) = F'(c;) = M,

Ti — Ti—1
et donc
F(x;) — F(zi—1) = f(ei) (@i — zi1).-

Il s’ensuit que
n n

D fled(mi—mia) =) (F(w:) = F(zi-1)) = F(b) — F(a).

i=1 i=1

Puisque
pour tout %, on a -

S(f,P) < F(b) — F(a) < S(f, P). (6.8)
Puisque la partition P est arbitraire, (6.8) montre que

b
/ f(z)dx = sup{S(f, P) : P est une partition de [a,b]} < F(b) — F(a)
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et
b
/ F(@)dz = inf{S(f, P) : P est une partition de [a, 5]} > F(b) — F(a).
Ces deux inégalités impliquent que f: f(zx)dz = F(b) — F(a). O

Les deux théorémes combinés montrent que toute fonction continue f : [a,b] — R est la dérivée d’une
fonction F : [a,b] — R, et que lintégrale f: f(z)dx est égale a F(b) — F(a). Il s’ensuit que l'intégrale de
toute fonction continue f peut étre calculée en trouvant une fonction F telle que F’ = f.

Exemple 6.21. Calculer foﬂ/Q cos(z)dw.

Solution. On a sin’ z = cos x pour tout z, donc par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul
différentiel et intégral (Théoréme 6.20), on a

/2
/0 cos(z)dx = sin(w/2) — sin(0) = 1. O
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6.5 Exercices

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

Soit f : [a,b] — R une fonction croissante. Soit P = {xg,x1,...,2,} la partition de [a,b] donnée
par z; = a + z'b*Ta, 1=0,1,2,...,n. Montrer que

_ b—a

SU,P)— S P) = (F0) — f(a) =2

Déduire que f est intégrable. De méme, montrer que toute fonction décroissante est intégrable.
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Montrer que s’il existe une partition P de [a, b] telle que
S(f,P) = S(f, P), alors f est intégrable et fab f(x)dx = S(f,P) = S(f,P).

Montrer que la fonction

0 sizeQ

x sizxé¢Q

n’est pas intégrable. (Indice : Soit P = {zo,21,...,2,} une partition, on a > ., z;(z; — x,-1) =
3(@h =g+ 2 (i — 2i-1)?) 2 3(23 — 23).)

Soit f : [0,1] — R une fonction intégrable et soit ¢ € R tel que ¢ # f(0). Montrer que la fonction

f[0,1] — R, f(x){

c six=0
g:[0,1] — R, g(x){f(x) H0—men

est intégrable.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(z) > 0 pour tout = € [a,b] et f: f(z)dx = 0.
Montrer que f(z) = 0 pour tout = € [a, b].

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée avec un nombre fini de discontinuités, c’est-a-dire, il existe
€1,Ca,. .., Cp € (a,b) tels que f est continue sur (a,c1), (c1,¢2), (ca,c¢3), ..., (cn,b). Montrer que f
est intégrable. (Indice : Utiliser la Proposition 6.10 sur chaque intervalle [a, 1], [c1, ¢2], ..., [cn, ],
et appliquer le critére de Riemann sur chaque intervalle.)

Démontrer la partie (2) du Théoréme 6.13. (Indice : considérer les cas ¢ > 0, ¢ = 0, et ¢ < 0
séparément.)

Montrer que si f : [a,b] — R est intégrable, alors | f| est aussi intégrable et

/ab flx)dx

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et soit ¢ € R. Montrer que la fonction

< / | @)l

g:la+e,b+c — R, g(x)=flx—c)

est intégrable et que
b+c
f

(z — c)da = /ab f(z)dz.

a+tc
Trouver une fonction f : [0,1] — R telle que

F@)? = 2/ Ft)dt+1
0
pour tout z € [0, 1].
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu'’il existe ¢ € (a,b) tel que

b
i [ o= £,

(Indice : Combiner le théoréme des accroissements finis et le théoréme fondamental du calcul diffé-
rentiel et intégral.)
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(6.12) (Intégration par parties) Soit u : [a,b] — R et v : [a,b] — R des fonctions différentiables. Montrer
que

b b
/ w(z)v'(z)dr = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (x)v(z)dx.

(6.13) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Montrer que la fonction

F:la,b] — R, F(x) :/wf(:r)d:c

est lipschitzienne et donc uniformément continue.
(6.14) Montrer que pour tout n € Z, on a

12 1 sin=0
— cos(nz)dr = S? "
27 Jo 0 sin#0.
1 27

o /) sin(nx)dz = 0.
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Chapitre 7

Limites de fonctions

Il y a plusieurs fagons de définir la limite d’une suite de fonctions f,, : D — R. Dans chacune de ces
définitions, 1'idée est que la fonction limite f : D — R doit étre approximée de plus en plus précisément par
la fonction f, plus n est grand. Différentes facons de comparer f, et f donnent différentes définitions de
convergence. Dans ce chapitre, on définit deux de ces notions de convergence, soit la convergence ponctuelle
et uniforme, et on montre que la deuxiéme notion est la plus appropriée dans de nombreuses situations.

7.1 Convergence ponctuelle et uniforme

Définition 7.1. Une suite de fonctions est une suite (f,)5; ou f, : D — R sont des fonctions de
domaine commun D. On dit que (f,)22; converge ponctuellement vers une fonction f : D — R si pour
tout « € D la suite (f,,(2))52; converge vers f(z) au sens usuel de la Définition 2.2, c’est-a-dire,

lim f,(x) = f(z), pour tout xz € D.

n—00

Bien que cette notion de convergence soit la plus simple & énoncer, elle comporte de nombreux problémes.
Entre autres, si toutes les fonctions f, : [a,b] — R sont continues et la suite (f,,)52 ; converge ponctuellement
vers f, alors f n’est pas nécessairement continue :

Exemple 7.2. Soit f, : [0,1] = R, f,(x) = 2™. Par 'Exemple 2.16, on a lim,, oo frn(2) =0si0 <z <1 et
lim,, 00 frn(1) = 1. 1l S’ensuit que la suite (f,,)5; converge ponctuellement vers la fonction

0 si0<zx<1
1 siz=1

f:0,1] — R, f(:c):{

qui n’est pas continue.

Un autre probléme avec la convergence ponctuelle survient lorsqu’on essaie d’interchanger la limite avec
l'intégrale. C’est-a-dire que si les fonctions f,, : [a,b] — R sont intégrables et convergent ponctuellement,
alors il n’est pas nécessairement vrai que

b

lim ’ f@)dx = /ab (nlirrgo fn(x)) dz.

n—oo
Le prochain exemple illustre ce probléme.

Exemple 7.3. Soit f, : [0,1] — R la fonction définie en reliant (0, 0), (%,n), (%,O), et (1,0) par des droites,
c’est-a-dire :

n’x SiOﬁzS%
fulz) = nQ(%—x) si % §x§%
0 si2<z<1
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On a limy, o0 fn(z) = 0 pour tout = € [0,1], car si 0 < z < 1, il existe N € N tel que 2 < x pour tout
n > N, et donc f,,(z) = 0 pour tout n > N. La suite (f,,)32; converge donc ponctuellement vers la fonction
constante f(x) = 0. L’intégrale fol fn(z)dz est Daire du triangle dont les sommets sont (0,0), (,n), et (2,0),

1
n
donc fol fn(x)dz = 1 pour tout n. Or, fol f(x)dx = fol 0dz =0#1=1lim, fol fn(z)dz.
Pour remédier & ces problémes, et bien d’autres, on définit une autre notion de convergence :

Définition 7.4. Soit (f,)52; une suite de fonctions f,, : D — R. On dit que (f,)52, converge unifor-
mément vers une fonction f : D — R si pour tout € > 0 il existe N € N tel que pour tout = € D et tout
n>N,ona|f.(z) — f(z)] <e.

On montre facilement que si la suite (f,)52; converge uniformément vers f, alors elle converge aussi
ponctuellement vers f (Exercice (7.1)). La distinction entre les deux notions de convergence est que pour
la convergence uniforme, le nombre N € N ne dépend que de ¢, et est indépendant de z.

Voici une premiére propriété préservée par la convergence uniforme :

Proposition 7.5. Soit (f,)52, une suite de fonctions bornées f, : D — R qui converge uniformément vers
une fonction f: D — R. Alors, f est bornée.

Démonstration. Par la définition de convergence uniforme appliquée a ¢ = 1, il existe N € N tel que
|fn(z) — f(z)] < 1 pour tout © € D et tout n > N. Puisque fy est bornée, il existe M > 0 tel que
|fn(2)] < M pour tout 2 € D. Il s’ensuit que pour tout x € D, on a

[f@)| = [(f(2) = fn(@) + fn(@)| < [f(2) = fn (@) + | fa(z)] <1+ M,
donc f est bornée. O

Définition 7.6. Soit f: D — R une fonction bornée. La norme sup de f est le nombre réel

IfIl = sup{[f ()] : = € D}.

Si f et g sont deux fonctions bornées, alors f — g est aussi bornée, et on peut donc considérer || f — g||.
Le nombre || f — g|| > 0 est donc une fagon de comparer f et g. C’est-a-~dire que ||f — g|| = 0 si et seulement
si f = g, et en général, ||f — g|| est une mesure de la différence entre ces deux fonctions. Le prochain résultat
montre que la convergence uniforme est la convergence provenant de cette fagon de comparer des fonctions.

Théoréme 7.7. Soit (f,)5%, une suite de fonctions bornées f,, : D — R et f: D — R une fonction. Alors
(fn)22, converge uniformément vers f si et seulement si f est bornée et

lim || f, — fI| = 0.
n—00

Démonstration. ( = ) Supposons que (f,)5%; converge uniformément vers f. Par la Proposition 7.5, f
est bornée, et donc ||f — f,| est défini pour tout n € N. Montrons que lim,_, || fn — f|]| = 0. Soit £ > 0.
Par la définition de la convergence uniforme, il existe N € N tel que pour tout =z € D et tout n > N, on
a|fu(z) = f(z)] < 5. Il Sensuit que || f, — f|| = sup{|fn(z) — f(z)| : € D} < § < e pour tout n > N,
c’est-a-dire, lim,,_, || fn. — fll = 0.

( <= ) Supposons que f est bornée et que lim, _, ||fn — f|| = 0. Soit € > 0. Par la définition de cette
limite, il existe N € N tel que ||f, — f|| < € pour tout n > N. Il s’ensuit que si z € D et n > N, alors

|fr(x) — f(2)] < sup{|fuly) — fly) : y € D} = ||fn — fll < &. On conclut alors que (f,)3,; converge
uniformément vers f. O

7.2 Propriétés de la convergence uniforme

Montrons d’abord que la convergence uniforme préserve la continuité, contrairement & la convergence
ponctuelle (Exemple 7.2).

Théoréme 7.8. Soit (f,)52, une suite de fonctions continues fp, : D — R qui converge uniformément vers
une fonction f: D — R. Alors, f est continue.
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Démonstration. Soit xg € D. Montrons que f est continue en zg. Soit e > 0. Puisque (f,)32; converge
uniformément vers f, il existe N € N tel que ||f — f.|| < § pour tout n > N (Théoréme 7.7). Par la
continuité de fy en o, il existe § > 0 tel que |fn(x) — fn(20)| < § pour tout x € D tel que |z — xo| < 4. 11
s’ensuit que si z € D et |z — x| < 0, alors

|f(@) = f(zo)| = |(f(z) — fn(x)) + (fn(2) = fn(20)) + (fn(20) — f(20))]
<|f(x) = fn(@)] + [fn (@) = fn(wo)] + [ fn(w0) — f(20)]
<|f = Inll +1fn (@) = fn(zo)| + ([ v — £l

LS8,
3 3 3
=ec.
Donc f est continue en x. O

Exemple 7.9. La suite de fonctions f,(z) = 2™ dans I’Exemple 7.2 ne converge donc pas uniformément,
car la limite n’est pas continue.

On peut aussi montrer que la convergence uniforme est compatible avec 'intégration :

Théoréme 7.10. Soit (f,)52, une suite de fonctions continues sur un segment [a,b] qui converge unifor-
mément vers une fonction f : [a,b] — R. Alors, la suite de fonctions (F,)52, définie par

E, :[a,b) — R, F,(z) ::/ fa(t)dt
converge uniformément vers la fonction
F:la,b)] — R, F(x) ::/ f(t)dt.
En particulier,
b b
=2 ( / fn<t>dt> -/ (i o) ae

Démonstration. Puisque (f,)5%, converge uniformément vers f et que chaque fonction f,, est continue, la
limite f est aussi continue (Théoréme 7.8) et donc intégrable (Théoréme 6.8). Pour tout x € [a,b], on a

im0 - F@l = | [ o= [ s
- / “(ful) - f(t))dt‘ (Théoréme 6.13(1))
< (z —a)sup{|fn(t) — f(t)] : t € [a, 2]} (Proposition 6.18)
< (b—a)lfn—fl
Par conséquent,
0 < |IFu— FIl < b= alllfu - fII (7.1)

Puisque (f,,)22; converge uniformément vers f, on a lim, o || fn — f|| = 0 (Théoréme 7.7). Par le théoréme
du sandwich (Théoréme 2.5), les inégalités (7.1) impliquent que lim,, o ||F,—F|| = 0, donc (F),)52 ; converge
uniformément vers F'. O

Exemple 7.11. La suite de fonction dans I’Exemple 7.3 ne converge pas ponctuellement, car 'intégrale de
la limite n’est pas égale a la limite des intégrales.

On a aussi la compatibilité avec la dérivée :
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Théoréme 7.12. Soit (f,)52, une suite de fonctions sur un segment [a,b] qui converge ponctuellement
vers une fonction f : [a,b] — R. Supposons que chaque f, : [a,b] — R est différentiable, que la dérivée
£l la,b] = R est continue, et que la suite (f})S2, converge uniformément vers une fonction g : [a,b] — R.

Alors, f est différentiable et f'(x) = g(x) pour tout x € [a,b]. En particulier,

@ lim f,(z) = lim ifn(:c), pour tout x € [a, b].

dx n—oo n—oo dx
Démonstration. Puisque (f})5°; est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers g, la

suite de fonctions .
By lab] — R, Fu()= / £ (#)dt
a

converge uniformément vers la fonction
F:la,b] — R, F(x) :/ g(t)dt

(Théoréme 7.10). Par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (Théoréme
6.20), on a

Fo(2) = fo(2) = fn(a)

pour tout n € N et = € [a, b]. Il s’ensuit que

[ ottt = i o) = Jim (12(0) — fula)) = 50— f(a),

n— oo

et donc

@) = fla)+ [ "), (7.2)

pour tout x € [a,b]. Puisque chaque dérivée f] est continue et que (f})52; converge uniformément vers
g, la fonction g est continue (Théoréme 7.8). Par la premiére partie du théoréme fondamental du calcul
différential et intégral (Théoreme 6.19), la fonction G(z) = [ g(t)dt est différentiable et G'(z) = g(x) pour

tout x € [a,b]. Par (7.2), f est différentiable et f'(z) = g(x) pour tout x € [a, b]. O

7.3 Séries de fonctions

Définition 7.13. Une série de fonctions est une expression de la forme

> fns
n=1

ou (fn)22, est une suite de fonctions f,, : D — R. La suite des sommes partielles est la suite de fonctions
(8n)52, définie par

$n:D—R, sp(z)= ka(x)

k=1

On dit que la série de fonctions Y | f, converge ponctuellement vers une fonction f : D — R si (s,)52 4
converge ponctuellement vers f au sens de la Définition 7.1. De méme, on dit que la série > 7 | f,, converge

uniformément vers f si (s,)22; converge uniformément vers f au sens de la Définition 7.4.

La plupart des propriétés de la convergence uniforme des suites de fonctions se généralisent immeédia-
tement & la convergence uniforme des séries de fonctions. Par exemple, la continuité d’une limite uniforme
(Théoréme 7.8), la compatibilité avec 'intégrale (Théoréme 7.10), et la compatibilité avec la dérivée (Théo-
réme 7.12), ont des analogues pour les séries de fonctions. On ne démontre que la premiére de ces trois
propriétés, car les démonstrations sont de simples applications des théorémes correspondants sur les suites
de fonctions.
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Théoréme 7.14. Soit Y | fn une série de fonctions continues qui converge uniformément vers une fonc-
tion f. Alors, f est continue.

Démonstration. Puisqu’une somme de fonctions continues est continue (Théoréme 4.12(a)), les sommes par-
tielles s, = > _, fi sont continues. Par la définition de la convergence uniforme de Y .-, f,, vers f, la suite
()22, converge uniformément vers f. Puisque chaque s,, est continue et que (s,,)22; converge uniformément
vers f, la fonction f est aussi continue (Théoréme 7.8). O

Théoréme 7.15. Soit Z 1 fn une série de fonctions continues fy, : [a,b] = R qui converge uniformément.

Alors,
0o b bp oo

Démonstration. Exercice (7.12). O

Théoréme 7.16. Soit > .-, f, une série de fonctions sur un segment [a,b] qui converge ponctuellement
vers une fonction f : [a,b] — R. Si chaque fonction f, est différentiable, la dérivée f] est continue, et
oo | [l converge uniformément sur [a,b], alors f est différentiable et f' =7, fl, c’est-a-dire

d < = d

7 2l Z axln
n=1 n=1

Démonstration. Exercice (7.13). O

Le prochain résultat est un outil indispensable pour démontrer la convergence uniforme de séries de
fonctions.

Théoréme 7.17 (Critére de Weierstrass). Soit > .-, fn une série de fonctions f, : D — R. S’il existe une

série convergente Y - | an (au sens du Chapitre 3) et un entier N € N tels que

|fn(@)] < an, pourtoutx € D etn> N, (7.3)
alors Y7, fn converge uniformément.

Démonstration. Par le test de comparaison (Théoréme 3.10), (7.3) implique que pour chaque = € D fixe,
la série Y7 | fn(x) converge en tant que série de nombres réels, c’est-a-dire au sens de la Définition 3.1 du
Chapitre 3. On peut alors définir une fonction f : D — R par

= Z fn(x), pour tout x € D.

Il suffit de montrer que la série de fonctions Y -, f,, converge uniformément vers f. Soit £ > 0. Par le critére
de Cauchy (Théoréme 3.7), il existe M > N tel que

m
Z ak <%, pour tous m > n > M.
k=n-+1
Donc,
m m
ka(x)g Z | fr(2)] < Zak<f pour tous m >n > M et x € D. (7.4)
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

Soit (sn)52, la suite des sommes partielles de >~ f,,. Pour chaque € D et n € N, on a

m— o0 m—o0
k=n-+1

f@) = sp(@) = lim Y fr(z) = > fulx) = lim > fi(2). (7.5)
=1 k=1
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Par (7.5) et (7.4), on a
|f(:10)—.9n(:13)|§%<57 pour tout € D et tout n > M.

11 s’ensuit que (s,)$2; converge uniformément vers f. Par la définition de la converge uniforme d’une série,
>0 | fn converge uniformément vers f. N

Exemple 7.18. Montrer que la série

Z smf:zwc)

n=1

converge uniformément sur R.

Solution. On a % < n% pour tout € R et n € N. Puisque Y~ , % converge (Exemple 3.11), on
conclut par le critére de Weierstrass (Théoréme 7.17) que Y o | Sméigm) converge uniformément sur R. O

Exemple 7.19. Soit f: R — R la fonction définie par la série
(oo}
cos(10"7x)
flo)y =3 —5—
n=1

Cette série de fonctions converge uniformément sur R par le critére de Weierstrass (Théoréme 7.17), car

w < 2% et la série géométrique > 2% converge (Exemple 3.2). Du plus, puisque chaque fonction

falx) = w est continue, on a que f est continue (Théoréme 7.15). En revanche,

107w sin(10"m)

falw) = -

= —5"msin(10"7x),

etlaseéried >~ fr(z) =Y .2 —5"msin(10"7x) diverge pour tout z tel que sin(10"7x) # 0, car —5"7 sin(10"7z)
ne converge pas vers 0. Le Théoréme 7.16 ne peut alors pas s’appliquer. Il est en fait possible de montrer
que f(x) est différentiable nulle part (voir, par exemple, [2, Section 8.4.9]). Son graphe ressemble a la figure

suivante :

05H

-05-

7.4 Séries de puissances

Une des plus importante famille de séries de fonctions est la suivante.
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Définition 7.20. Une série de puissances est une série de fonctions (Définition 7.13) de la forme

[eS)
E (L’7$0 s

ol a, € Ret xg € R.

Pour simplifier la notation, nous allons considérer dans cette section le cas ou xy = 0, c’est-a-dire, les
séries de puissances de la forme
o0
x) = g anx”.
n=0

On peut toujours se rammener & ce cas par une translation z — x + x¢ sans changer les propriétés de
convergence, de continuité, etc.

Exemple 7.21. La série géométrique est la série de puissances

(o)
x) = Z ™.
n=0

Elle converge vers - pour tout = € (—1,1) (Exemple 3.2).

Exemple 7.22. La série exponentielle est définie par la série de puissances

o0 xn
exp(z) = Z oy
n=0

La série converge pour tout « € R par le test du rapport (Théoréme 3.12), car

n+1 1!
R i G ) Ll O L
n—o00 |x"/n'| n—oon + 1
On a alors une fonction
exp: R — R

Soit f(z) = Y.°, anx™ une série de puissances. Notre premiére tache est d’étudier 'ensemble des points
ol la série converge. Il est clair que f(x) converge en z = 0, car f(0) = ag +ay -0+ az 0%+ - = a.
Certaines séries, comme » - ‘fl, convergent pour tout z € R (Exemple 7.22), alors que d’autres, comme
oo o nlz™ convergent seulement pour 2 = 0 (Exercice (7.20)).

Lemme 7.23. Soit ZZOZO a,x™ une série de puissances. Si la série converge au point xg, alors elle converge
absolument en tout point x tel que |z| < |xo|. Si la série diverge au point o, alors elle diverge en tout point
x tel que |x| > |zo].

Démonstration. Soit zo tel que Y ° | a,xj converge et soit x € R tel que |z| < |zo|. La suite (a,z§)>2,
converge vers 0 (Théoréme 3.4), et est donc bornée (Proposition 2.8). Soit M > 0 tel que |a,z{| < M pour
tout n € N. On a

TL

anx™| = lapxd <M|—|=Mr"
0 3

g

o 7 := || Puisque |r| < 1, la série géométrique ZZOZO Mr™ converge, donc Y o, |a,x™| converge par le
test de comparaison (Théoréme 3.10).

Supposons maintenant que la série diverge au point xgy. Soit « € R tel que |x| > |xo|. Si la série converge
au point x, alors elle converge aussi au point xg par le précédent paragraphe, une contradiction. Donc la
série diverge au point x. O

Théoréme 7.24. Soit > 7 a,x™ une série de puissances. 1l existe R > 0 ou R = oo tel que > o apa™
converge absolument si x| < R et diverge si |z| > R.
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Démonstration. Soit

oo
E={reR:r>0et Z anr™ converge}.
n=0
On a 0 € E, donc E est non vide. Supposons d’abord que E n’est pas borné supérieurement. Montrons que
E =[0,00). I est clair que F C [0, 00). Inversement, si 2 € [0, 00), alors, z n’est pas une borne supérieure de
E. Donc il existe r € E tel que r > x. Par le Lemme 7.23, la série converge en x, puisque qu’elle converge
enr et x < r. Il s’ensuit que = € E, et donc E = [0, 00). Dans ce cas, on peut prendre R = co.

Supposons maintenant que F est borné supérieurement. Dans ce cas, le supremum R := sup(F) existe. Il
s’ensuit que si || < R, alors |z| n’est pas une borne supérieure de E, donc il existe r € E tel que |z| < r. Par
le Lemme 7.23 la série converge au point x. Soit |z| > R. Si > 7, a,z™ converge, alors la série >~ a,r"
converge pour tout R < r < |z|, c’est-a-dire, r € E pour tout R < r < |z|, contredisant que R = sup(F).
Donc Y7, ana™ diverge. O

Définition 7.25. Le nombre R dans le Théoréme 7.24 est appelé le rayon de convergence de la série de
puissances Y " a,z".

Théoréme 7.26. Soit Y.~ ana™ une série de puissances. Si

a
lim " |=R
n—oo a)n-‘,—l
existe, alors R est le rayon de convergence.
n+1
Démonstration. Si R > 0, alors lim,,_, % = %‘, donc par le test du rapport (Théoréme 3.12), la
série converge si % < 1 et diverge si %\ > 1. Le cas R = 0 est laissé en exercice (Exercice (7.19)). O

Exemple 7.27. Le rayon de convergence de la série géométrique » - jz" (Exemple 7.21) est R = 1 car
dans ce cas a,, = 1 pour tout n et donc la limite dans le Théoréme 7.26 est égale a 1.

o0

Exemple 7.28. Le rayon de convergence de la série exponentielle exp(z) = >~ % est R = oo car la série

converge pour tout z € R.

Théoréme 7.29. Soit Y " a,z™ une série de puissances de rayon de convergence R # 0. Soit a,b € R
tels que —R < a < b < R. Alors, Y2 a,z" converge uniformément sur [a,b].

Démonstration. Soit M = max(|al, |b|). Pour tout = € [a,b], on a |a,z™| < |a,|M™. Puisque —R < M < R,
on a que Zfbozo a, M™ converge par la définition du rayon de convergence R. Par le critére de Weierstrass
(Théoréme 7.17), > a,z™ converge uniformément sur [a, b]. O

Théoréme 7.30. Soit f(z) = ZZO:O anx" une série de puissances de rayon de convergence R # 0. La
fonction f est différentiable sur (—R, R) et

[eS)
fl@) =) naza"",
n=1

pour tout € (—R, R).

Démonstration. Soit b € (0, R). Montrons que les hypothéses du Théoréme 7.16 sont satisfaites sur le segment
[—b, b]. On doit d’abord montrer que la série Y~ | na,z™ ! converge uniformément sur [—b, b]. Soit y € R tel
que b <y < R. Alors ZZO:O any™ converge, donc la suite (a,y™)22, converge vers zero. En particulier, cette
suite est bornée (Proposition 2.8). Soit M > 0 tel que |a,y™| < M pour tout n > 0. Pour tout = € [—b, ],
on a

bn—l bn—l
Ina,z" | = nlay||z]" 7t < nja,|b" ! = nlany”| <nM = Mppn=1
yn yn Yy
our:= % < 1. La série Y .2, %nr"‘l converge par le test du rapport (Théoréme 3.12), car
Hn+1)rm 1
lim Y———=lim (1+ = |r=7r<1.
n—o0 %nrnfl n—oo n
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n—1

Par le critére de Weierstrass (Théoréme 7.17), >~ 7, na,z™ ' converge uniformément sur [—b, b]. Le Théo-

réme 7.16 implique alors que f est différentiable et que

f(x) = f: %anm" = f: napxz™ !
n=0 n=1

pour tout x € [—b, b]. Puisque b € (0, R) est arbitraire, cette equation est valide pour tout z € (—R, R). O
Corollaire 7.31. Soit f(z) =Y 2 a,z" une série de puissances de rayon de convergence R # 0. Alors, f
est infiniment différentiable (c’est-a-dire f*) existe pour tout k € N), et

o0

) (z) = Z nn—1)---(n—k+ Dayz"*.

n=~k

En particulier,
_ (o)

n!

QA

Exemple 7.32. Montrer que la série exponentielle (Exemple 7.22) est différentiable et que exp’(z) = exp(z)
pour tout z € R.

Solution. Le rayon de convergence de la série exponentielle est R = oo, donc par le Théoréme 7.30, la fonction
exp : R — R est différentiable et

, =1 1 S "
_ & on—1 __ _ fad—
exp (x)fznn!:c 72 (= 1)1 fz o = exp(z),
n=1 n=1 n=0
pour tout xz € R. O

7.5 Séries de Taylor

Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable et soit z¢ € (a,b). On a vu que la droite tangente
x— f(xo) + f'(xo)(x — x0)

est une bonne approximation de f prés de xg :

f(@) =~ f(zo) + f'(xo)(x — x0), pour z = zq.
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Si 'on veut améliorer cette approximation, on peut essayer de trouver, par exemple, la fonction quadratique
qui approxime le mieux f(z) prés de xg :

I

Mais comment trouver la meilleure approximation par une fonction quadratique? Et par une fonction cu-
bique, etc. ?

Le but de cette section est de répondre & ces questions.

D1 au Corollaire 7.31, il est naturel de penser (et nous le démontrerons) que le polynéme d’ordre n
approximant le mieux f(x) est le suivant.

Définition 7.33. Soit f : D — R une fonction et zq € D tel que f'(xq), f"(x0), ..., f7 (20) existent. Le
polynéme de Taylor d’ordre n au point xg est le polyndme

f"(wo0)
2!

S (o)

Po(x) = f(xo) + [/ (o) (2 — z0) + !

(x—z0)* +---+

(x —x0)".
On note que P,(0) = f(zo), P.(0) = f'(xo), et plus généralement, P,(lk)(xo) = f®)(z0) pour tout
k=0,1,2,...,n. Cest-a-dire, le polynome P, (x) a les mémes n premicres dérivées que f au point xg. On
peut en fait facilement montrer que P, (z) est 'unique polynéme de degré n avec cette propriété (Exercice

(7.24)). 11 est alors intuitivement clair que P,(z) est une bonne approximation de f prés de zg. Plus
précisément, on a :

Théoréme 7.34 (Théoréme de Taylor). Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f', f", ..., f*+1) existent
sur [a, b]. Soit xg € [a,b] et P, le polynome de Taylor d’ordre n au point xg. Pour tout x € [a,b], il existe un
point ¢ compris entre xo et x tel que

(1) (4
F@) = Po(z) + W(x g (7.6)
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Démonstration. Soit & € [a,b]. Si x = xg, alors (7.6) est valide pour tout ¢. On peut donc supposer que
T # xo. Soit M € R tel que
f(z) = Pu(z) + M(x — x0)" . (7.7)

= L700 goi

(C’est-a-dire, M = %) On doit montrer qu'il existe c entre zy et x tel que M NCEsye

g:fa,b] — R, g(y) = f(y) — Puly) — M(y — zo)" .

On a
9" (y) = FOT(y) = (n+1)1M.

1l suffit alors de montrer que g+ (¢) = 0 pour un point ¢ entre xo et z. Puisque Py(lk)(xg) = fF)(x9) pour
tout K =0,1,2,...,n,0on a

9(130) = 07 g/(ﬁCo) = 07 g”(xo) = Oa DR g(n) (:CO) =0.

On a aussi g(r) = f(x) — Po(x) — M(z — 29)" ™ = 0 par (7.7). Par le théoréme des accroissements finis
(Théoréme 5.15), il existe ¢; entre g et = tel que

RV

Puisque g(z) = 0 et g(xg) = 0, on a ¢’(¢1) = 0. De méme, puisque ¢'(zo) = ¢'(c1) = 0, le théoréme des
accroissements finis (Théoréme 5.15) implique qu'il existe co entre zq et ¢; tel que g”(cz) = 0. En continuant
de la sorte, on obtient un nombre c,4; entre zy et x tel que g("+1)(cn+1) =0. O]

En particulier, le théoréme de Taylor (Théoréme 7.34) implique que si f (n+1) est bornée par une constante
M > 0, alors
f(z) = Py(z) + R,(z), pour tout = € [a, b,

ou R, : [a,b] — R est une fonction telle que

M|z — 0|t

|Rn(z)] < CESI]

, pour tout = € [a,b)].

M‘Z*(E[)ln_'-l
(nF1)!
R, est petite quand n est grand. La condition que f(”+1) soit bornée est valide, par exemple, si f(”+2)
existe car toute fonction différentiable est continue (Proposition 5.6) et toute fonction continue est bornée

(Théoréme 4.21).

oo Mlz—zo|™

Notons que lim,,_, oo = 0 car lasérie )~ ) == = M exp(|z—x|) converge. Donc la fonction

Exemple 7.35. Trouvons une approximation quintique (d’ordre 5) de la fonction sinz prés de 0. Le poly-
noéme de Taylor est de la forme

/ " a? (3) z® (4) at (5) a’
Ps(z) = sin(0) 4 sin’(0)z + sin (0)? + sin (O)g + sin (0)ﬂ + sin (O)ﬁo
On a
sin’(z) = — sin(x)
cos”(z) = — cos(x),
donc
sin(0) =0

sin”(0) = —sin(0) =0
sin™®(0) = —sin”(0) = 0,
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et

Il s’ensuit que

Po(z) =2 — = .
s(z) =2 =5+ 15

Par le théoréme de Taylor (Théoréme 7.34), pour tout = € R, il existe ¢ entre 0 et x tel que

sin®@(c)

||
6 " 6l

|sin(z) — Ps(z)| = 6! =6l

_ ‘ —sin(c) 46

Par exemple, si —1 < & < 1, la difference entre sin(z) et = — ”g—? + %—? est d’au plus % < é < 0.002.

Puisque chaque polynéme de Taylor approxime de mieux en mieux la fonction, il est naturel de prendre
la limite :

Définition 7.36. Soit f : D — R une fonction infiniment différentiable et soit ¢y € D. La série de Taylor
de [ centrée en xq est la série de puissances

) (g
3 fT(!O)(x —zo)" = lim Py(a).

n—oo
n=0
Il n’est pas toujours vrai que la série de Taylor d’une fonction f converge vers f. Par exemple, on peut
montrer que la fonction

L (e

est infiniment différentiable et que f (")(O) = 0 pour tout n. Il s’ensuit que, dans ce cas, la série de Taylor
de f est égale & 0 et donc ne converge pas vers f. Le prochain résultat donne un critére pour obtenir la
convergence de la série de Taylor de f vers f.

Théoréme 7.37. Soit f : [a,b] — R une fonction infiniment différentiable et soit o € [a,b]. S’ existe
M > 0 tel que |f™) (x)] < M pour tout n € N et tout x € [a,b], alors la série de Taylor converge vers f(x)
pour tout x € [a,b].

Démonstration. Soit = € [a,b]. Par le théoréme de Taylor (Théoréme 7.34), pour tout n € N, il existe
¢n € a,b] tel que
f (n+1) (cn)

(n+1)! .

f(x)=P,(z) + (x — xq

Il s’ensuit que

f(n+1)(cn)
(n+1)!

M|z — zo|" T

Pala) — (2| = <

(x —x pour tout n € N.

M|z—zo|" 1!

Puisque lim,, oo = 0 (voir le paragraphe au dessus de ’exemple 7.35), on a que

(n+1)!
lim P,(z) = f(x). (7.8)
n—oQ
") (o : A
La suite des sommes partielles de la série de Taylor Y-, fT(,O) (x—x0)™ est la suite (P,)5 ; des polyndmes
de Taylor, donc (7.8) montre que cette série converge vers f(z) pour tout = € [a, b]. O
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Exemple 7.38. Montrer que la série de Taylor de sin(z) centrée en 0 est donnée par
i (_1)77. x2n+1
|
— (2n+1)!
et qu’elle converge vers sin(z) pour tout z € R.

Démonstration. Pour calculer la série de Taylor, il suffit de montrer que

sin®(0) =0 et sin@®*V(0) = (-1)" (7.9)
pour tout n € N. On a
sin®" (z) = cos®* Y (z) = —sin®" " (z) = .- = (=1)" sin(x)
sin®" ) (2) = cos® (z) = —sin®V(z) = .. = (=1)"sin® (z) = (=1)" cos(x).

et on obtient donc (7.9) en évaluant & = 0. La série converge vers sin(x) pour tout « € R par le Théoréme
7.37, car le dernier calcul montre que |sin(™ (z)| < 1 pour tout z € R. O
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7.6 Exercices

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)
(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)
(7.13)
(7.14)

(7.15)

(7.16)

Soit (f,)52; une suite de fonctions qui converge uniformément vers f. Montrer que (f,,)22, converge
ponctuellement vers f.

Montrer que la suite de fonctions (f,,)52; définies par
x
fn i R— R, fn(x):E

ne converge pas uniformément.

Soit
T

T 1t na?
Est-ce que la suite (f,,)52; converge uniformément ? (Indice : Trouver le maximum et le minimum.)
Soit

fn:R—>R7 f’ﬂ(x)

fni[0,5] — R, fu(z) =nsin(3).

Montrer que la suite (f,)0%, converge uniformément vers la fonction
f0.5] =R, flz)=w.

(Indice : Utiliser 'Exemple 5.21.)

Soit f: R — R une fonction uniformément continue et soit f,(z) = f(z + ). Montrer que la suite
(fn)22, converge uniformément vers f.

Soient ()22, et (gn)5%; des suites de fonctions sur un domaine D qui convergent uniformément
vers des fonctions f, g : D — R. Montrer que (f, + ¢»)52; converge uniformément vers f + g.

Soit (fn)s%; une suite de fonctions bornées f, : D — R qui converge uniformément vers une
fonction f : D — R. Montrer que la suite de nombres réels (|| f,|[)52 est bornée. (Indice : Utiliser
la Proposition 7.5.)

Soit (frn)52 et (gn)22, des suites de fonctions bornées sur un domaine D qui convergent unifor-
mément vers des fonctions f,g : D — R. Montrer que (f,g,)22, converge uniformément vers fg.
(Indice : |fu(@)ga(@) — F@)9(@)| = [fa(@)(gn(2) — 9(@) + (fu(@) — F(2))g()]. Utiliser (7.7).)
Soit (f)52 4 la suite définie par f, : [0,7/2] = R, f,(z) = (sinz)™. Montrer que la suite (f})52; ne
converge pas uniformément. (Indice : Faire une preuve par contradiction en utilisant le Théoréme
7.12).

Calculer

. 3 9n +sinx
lim T e— L
n—oo [; 3n + (cosx)
2n+sin x

(Indice : Montrer que Fnt (cos 2)°

converge uniformément vers % et utiliser le Théoéme 7.10).
Montrer que

lim
n—oo J, ne

pour tout 0 < a < 7.
Démontrer le Théoréme 7.15. (Indice : utiliser le Théoréme 7.10.)

Démontrer le Théoréme 7.16. (Indice : utiliser le Théoréme 7.12.)
Montrer que la série de fonctions Y~ ﬁ converge uniformément sur R.

™ converge ponctuellement sur [0,1], mais pas

Montrer que la série de fonctions > ° (1 — z)x
uniformément.

Montrer que

pour tout z € R.
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(7.17)
(7.18)

(7.19)

(7.20)
(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

. n . L
Trouver tous les nombres a > 0 tels que la série ) | Z- converge uniformément sur [—a, a).

Trouver le rayon de convergence de la série > - n?z".
an
Ap41

Terminer la démonstration du Théoréme 7.26. C’est-a-dire, montrer que si lim,, =0, alors
2t oo n : _
la série ) " anx™ converge seulement si x = 0.
2t oo n : —
Montrer que la série )~  nla™ converge seulement si x = 0.
. o0 n Pt .
Soit Y " japx™ une série de puissances telle que

lim {/|a,| =L

n—oo

existe. Montrer que le rayon de convergence de la série est R=1/Lsi L >0et R=o00si L =0.
Trouver le rayon de convergence des séries suivantes.

(a) > oozo(22)"

(b) Xo0Zo(=1)"(n+ 3)a"

Soit la fonction
T : t
fiR—R, f(a:):/ %dt.
0

Trouver la série de Taylor de f centrée en 0 et son rayon de convergence. (Indice : utiliser le
Théoréme 7.15).

Montrer que le polynéme de Taylor P, (z) d’une fonction f(x) centrée en x( est 'unique polynéme
de degré n tel que P (z0) = f®) () pour k =0,1,2,...,n.
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