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Avant-propos

Ces notes ont été rédigées pour le cours d’analyse réelle (MAT189) du baccalauréat en
sciences de l'information quantique de I’Université de Sherbrooke au trimestre d’hiver 2024.
Elles sont largement inspirées des livres Introduction a l’analyse réelle de Labelle et Mercier
[3], Real Analysis and Applications : Theory in Practice de Davidson et Donsig [2|, Principles
of mathematical analysis de Rudin [4], et Introduction to real analysis de Bartle et Sherbert
[1]. Aucun de ces livres n’est obligatoire pour le cours.

Le but principal de 'analyse réelle est d’établir une base solide et rigoureuse au calcul
différentiel et intégral. Par exemple, on sait bien que

sin x

lim =1,
z—0

sinx

car quand x « s’approche » de 0, alors « s’approche » de 1. Mais, qu’est-ce que «
s’approcher » veut vraiment dire mathématiquement ? Une fonction continue est une fonction
« inintérompue » ou « qui peut se dessiner sans lever le crayon », mais peut-on définir
précisément ce que cela veut dire pour une fonction abstraite f : R — R qui n’est pas
donnée par un dessin ? Par exemple, la fonction

f() = Z COS(;:?TI)

n=0

est-elle continue ? Et que veut vraiment dire une somme infinie > ;7 Peut-on donner une
définition de l'intégrale fol f(z)dz plus précise que « laire sous la courbe » 7 Nous allons
répondre a toutes ces questions. En analyse réelle, nous définissons ces concepts de maniére
rigoureuse et nous démontrons ensuite des conséquences de ces définitions. Par exemple, le
célébre théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral

/fwwx—ﬂw—ﬂw (0.1)

prendra un tout autre sens : aprés avoir bien défini la dérivée et I'intégrale, ce résultat sera
vu comme une conséquence logique des définitions, démontré hors de tout doute.



Symboles et notations
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max
min

nombres réels

entiers naturels {1,2,3,4,5,...}
entiers relatifs

nombres rationnels

ensemble vide

infini

pour tout

il existe

inclus dans

appartient a

n’appartient pas a

union

intersection

supremum

infimum

maximum

minimum

factorielle de I'entier naturel n



Chapitre 1

Le systéme des nombres réels

Le but de I'analyse réelle est d’établir une base solide et rigoureuse au calcul différentiel
et intégral. Il est alors nécessaire, avant toute chose, de définir précisément ce qu’on entend
par les nombres réels eux-mémes. C’est ce que nous aborderons dans ce chapitre.

1.1 Les axiomes de ’analyse réelle

L’objet d’étude de I'analyse réelle est le systéme des nombres réels, soit ’ensemble R muni
de ses opérations d’addition (z,y) — = + y, de multiplication (x,y) — x -y, et sa relation
d’ordre < (plus petit ou égal). Rappelons que I’ensemble R des nombres réels contient les
entiers naturels

N:={1,2,3,4,5,...},

les entiers relatifs
Z=A4...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...},

les nombres rationnels

Q={§:a€ZbeN},

ainsi que tous les nombres irrationnels tels que v/2, 7 et e. L’ensemble R est généralement
visualisé comme une droite s’étandant a I'infinie dans les deux directions et contenant tous
ses points :

N

1 11
1 \/§ e m '3
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Remarquez que nous n’avons pas encore donné de définition rigoureuse des nombres
réels. Bien que l'idée d’une droite infinie contenant tous ses points soit relativement claire
et intuitive, il est surprenamment difficile de la réaliser par une construction mathématique
assez précise pour établir une théorie solide du calcul différentiel et intégral. Historiquement,
il a fallu attendre la fin du 19e siécle pour qu’on trouve une facon satisfaisante de le faire.
Compte tenu du fait que les nombres réels sont utilisés depuis I’ Antiquité, nous avons pris
plusieurs millénaires avant d’y arriver! Construire rigoureusement l’ensemble R est assez
laborieux et est plus approprié pour un cours sur la théorie des ensembles. Heureusement,
il existe une autre approche tout aussi rigoureuse pour faire de l'analyse réelle qui évite



ce probléme délicat et qui est généralement utilisée pour un premier cours. C’est ’approche
axiomatique, qui consiste a énumérer une liste de quelques propriétés élémentaires du systéme
(R, +, -, <) qui serviront & démontrer toutes les autres. Rappelons la définition du mot aziome
(tirée du dictionnaire en ligne Larousse) :

Aziome (nom masculin)

(1) Dans la logique aristotélicienne, point de départ d’un raisonne-
ment considéré comme non démontrable, évident.

(2) Enoncé initial d'une théorie axiomatisée, qui sert de point de
départ aux démonstrations dans cette théorie.

(3) Vérité admise sans démonstration et sur laquelle se fonde une
science, un raisonnement ; principe posé hypothétiquement a la
base d'une théorie déductive.

Le sens le plus approprié pour nous est (2). Les axiomes du systéme des nombres réels sont
tous assez intuitifs et il est clair que toute définition des nombres réels devra les satisfaire.
On compte quatre axiomes, que nous noterons (Al), (A2), (A3), et (A4). Voici les trois
premiers :

(A1) (R, +,) est un corps, c’est-a-dire :

Al.1) Associativité. Pour tout z,y,z € R, 2+ (y+2) = (v +y)+ 2z et z(yz) = (xy)z.
A1.2)

A1.3) Distributivité. Pour tout z,y,z € R, z(y + z) = zy + z=z.
Al.4)

(
( Commutativité. Pour tout z,y e R, x +y =y + = et zy = yx.

(

( Identité additive. 1l existe un élément 0 € R tel que x + 0 = x pour tout
r e R

(A1.5) Identité multiplicative. 1l existe un élément 1 € R, 1 £ 0, tel que -1 = x
pour tout x € R.

(A1.6) Inverse additif. Pour tout x € R, il existe un élément —z € R tel que x +
(—z)=0.
(A1.7) Inverse multiplicatif. Pour tout x # 0 dans R, il existe un élément 27! € R
tel que z -7t = 1.
(A2) < est un ordre total, c’est-a-dire :
A2.1) Reflexivité. Pour tout x € R, z < z.
A2.2) Antisymétrie. Pour tout z,y € R, siz < yet y <z, alors x = y.
A2.3) Transitivité. Pour tout z,y,z € R, six <yet y < z, alors z < 2.
A2.4) Totalité. Pour tout x et y dans R, x < y ou y < z.

(A3) Les opérations + et - sur R sont compatibles avec la relation d’ordre <, c’est-a-dire :

(
(
(
(

(A3.1) Compatibilité avec l’addition. Pour tout z,y,z € R, si z <y, alors z + z <
y+ 2.

(A3.2) Compatibilité avec la multiplication. Pour tout x,y € R;si 0 <z et 0 <y,
alors 0 < xy.


https://www.larousse.fr/

On utilise également la notation x < y pour dire que x < y et x # y.

Le systéme des nombres réels n’est pas le seul a satisfaire (A1), (A2), et (A3). Par exemple,
le systéme des nombres rationnels Q a les mémes propriétés. La différence fondamentale entre
les deux est que R satisfait un quatriéme axiome (A4), appelé principe de complétude, que
nous allons définir plus bas. Pour le définir, nous avons d’abord besoin de la définition
suivante.

Définition 1.1. Un ensemble de nombres réels £ C R est borné supérieurement s’il
existe un nombre réel M € R tel que x < M pour tout x € E. Dans ce cas, nous appelons
M une borne supérieure. De méme, un ensemble £ C R est borné inférieurement s’il
existe un nombre réel m € R tel que x > m pour tout x € E, et nous appelons m une borne
inférieure. Un ensemble E C R est borné s’il est borné supérieurement et inférieurement.

Exemple 1.2.

(1) L’intervalle [0,00) = {z € R : x > 0} est borné¢ inférieurement mais pas supérieure-
ment.

(2) L’intervalle (—o0,4] = {x € R: x < 4} est borné supérieurement, mais pas inférieure-
ment.

(3) L’intervalle [6,11) = {x € R: 6 <z < 11} est borné.

(4) L’ensemble Z des entiers relatifs n’est pas borné.

(5) L’ensemble N des entiers naturels est borné inférieurement, mais pas supérieurement.
(6)

L’ensemble
E={f:neN}={1,1,3,11..}

X

est borné par 0 et 1.

Notez qu’un ensemble E borné supérieurement a une infinité de bornes supérieures : si
M est une borne supérieure, alors, tout nombre M’ > M est aussi une borne supérieure. 11
est donc préférable de trouver la borne supérieure la plus petite. Si F posséde un maximum,
c’est-a-dire un élément M € E tel que x < M pour tout x € E, alors il est évident que
M est la plus petite borne supérieure. Par contre, certains ensembles bornés supérieurement
n’ont pas de maximum, tel que

E={~l:neN}={0,1223232 }

19273747576

0 1
2

wiro
LYY
(S
[}

Un bon substitut au maximum est alors la plus petite borne supérieure, qui dans ce cas
est 1. La propriété fondamentale de R qui permet de faire de I'analyse est I'existence de cette
plus petite borne supérieure :

(A4) Principe de complétude. Soit ¥ C R un ensemble non vide borné supérieurement.
Il existe une plus petite borne supérieure de E, c’est-a-dire une borne supérieure
M de E telle que si N € R est une autre borne supérieure de E, alors M < N.



En revanche, le systéme des nombres rationnels QQ ne satisfait pas au principe de com-
plétude. Par exemple, soit un nombre irrationnel tel que v/2 = 1.41421356237... (dont
'existence sera discutée a la prochaine section), considérons l’ensemble

E={1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142135, 1.41421356, ...}

de ses approximations successives. Tous les éléments de E sont rationnels : par exemple

1414
1414 = —— .
1000 €Q

Par contre, la plus petite borne supérieure de E est v/2 qui est irrationnel. On peut montrer
que ’ensemble E ne posséde pas de plus petite borne supérieure rationnelle.

Les points (A1)-(A4) sont les aziomes de I'analyse réelle. C’est-a-dire, nous supposons
que les nombres réels existent et forment un systéme (R, +,-, <) satisfaisant les axiomes
(A1)-(A4), et notre tache est de démontrer de nouvelles propriétés a partir de ceux-ci. Il
est remarquable que tout le calcul différentiel et intégral repose sur ces quatre axiomes
seulement. Par exemple, nous verrons que le théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (0.1) est une conséquence logique des axiomes.

Il est possible de démontrer que les nombres réels satisfont (Al)—(A4). Mais comme
mentionné plus haut, il faut d’abord donner une construction rigoureuse des nombres réels,
ce qui n’est pas évident. Pour un premier cours d’analyse, il est préférable de supposer que
le systéme des nombres réels existe et satisfait (A1)—(A4).

1.2 Supremum et infimum

Tout comme le maximum, la plus petite borne supérieure de F, si elle existe, est unique :

Proposition 1.3. Soit E C R un ensemble non vide borné supérieurement et My, My deux
plus petites bornes supérieures de E. Alors My, = Ms.

Démonstration. Puisque M, est une plus petite borne supérieure et M, est une borne supé-
rieure, on a M; < M. De maniére analogue, puisque M, est une plus petite borne supérieure
et M; est une borne supérieure, on a My < M;. Par la propriété d’antisymétrie de (A2),
nous avons M; = M. O

On peut donc parler de la plus petite borne supérieure de E, et lui donner un nom et
une notation :

Définition 1.4. Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement. La plus petite
borne supérieure de E est appelée le supremum de E, et est notée sup(FE) ou sup E.

Exemple 1.5. Soit
::{”T_I:nGN}:{O $ 2345

192973747576

- o=

Montrons que sup(F) =

Solution. La démontration comprend deux étapes :



(1) 1 est une borne supérieure de F, et
(2) si M est une autre borne supérieure de E, alors 1 < M.

Pour montrer (1), soit z € E. Alors © = "T_l pour un certain n € N. Il s’ensuit que
r="1=1-1<1.

Pour montrer (2), soit M une borne supérieure de E. Nous devons montrer que 1 < M.
Si, au contraire 1 > M, alors 1 — M > 0 et donc ﬁ > 0. Il existe alors un nombre naturel
n > ﬁ Il s’ensuit que 1 — M > % et donc M <1 — % = ”T_l € F, contredisant que M est
une borne supérieure de E. Par conséquent, 1 < M. O]

De fagon analogue, si £ C R est un ensemble non vide borné inférieurement, une plus
grande borne inférieure de E est une borne inférieure m de E telle que si n € R est une
autre borne inférieure de E, alors n < m.

Le principe de complétude implique un principe similaire pour les bornes inférieures :

Proposition 1.6. Soit E C R un ensemble non vide borné inférieurement. Alors, il existe
une plus grande borne inférieure de E. De plus, elle est unique.

Démonstration. Définissons
—FE={-z:x€E}

Si m est une borne inférieure de E, alors m < x pour tout x € FE, et donc —x < —m
pour tout x € E. Autrement dit, —m est une borne supérieure de —F. Par le principe de
complétude (A4), —F posséde une plus petite borne supérieure sup(—E) € R. Nous allons
démontrer que —sup(—FE) est une plus grande borne inférieure de E.

(1) Nous devons d’abord démontrer que —sup(—F) est une borne inférieure de E. Soit
x € F, nous avons —x € —F et donc —z < sup(—FE). Par conséquent, —sup(—F) < z
pour tout z € E, c’est-a-dire, — sup(—F) est une borne inférieure de F.

(2) Nous devons maintenant démontrer que —sup(—F) est plus grand ou égal a toutes
les bornes inférieures de E. Soit m € R une borne inférieure de E. Par le premier
paragraphe, —m est une borne supérieure de —FE. Puisque sup(—FE) est la plus petite
borne supérieure de —F, nous avons sup(—£) < —m et donc m < —sup(—F).

Par (1) et (2), —sup(—FE) est une plus grande borne inférieure de E. Maintenant, supposons
qu’il existe une autre plus grande borne inférieure de E, denotée m. Par (2), nous avons
m < —sup(—F). De maniére analogue, puisque m est une plus grande borne inférieure

et que —sup(—FE) est une borne inférieure, nous avons — sup(—F) < m. Par conséquent,
m = —sup(—FE). O

Cette proposition justifie la définition suivante.

Définition 1.7. Soit E un ensemble non vide borné inférieurement. La plus grande borne
inférieure de E est appelée infimum de E et est notée inf(E) ou inf E.

Notez que la démonstration de la Proposition 1.6 implique que si F est borné inférieure-
ment, alors —F est borné supérieurement et

sup(—FE) = —inf(F).

Il est pratique de définir sup E/ et inf £ méme si E n’est pas borné supérieurement ou
inférieurement :



Définition 1.8. Si un ensemble non vide £ C R n’est pas borné supérieurement, nous
écrivons
supF = o0

et 8’il n’est pas borné inférieurement, nous écrivons
)
inf £ = —o0.

Remarque 1.9. Si E n’est pas borné supérieurement, alors pour tout n € N il existe
x € F tel que z > n (car n n’est pas une borne supérieure de E). Ceci justifie la notation
sup ¥ = 0o. Une remarque similaire s’applique pour inf £ = —oc.

Définition 1.10. Le maximum d’un ensemble E, s’il existe, est un nombre réel max F
dans F tel que x < max E pour tout x € E. De méme, le minimum de F, s’il existe, est
un nombre réel min £ dans E tel que min £ < x pour tout = € F.

Si max E existe, alors il est facilement démontrable (Exercice (1.1)) que
sup £/ = max F.
De méme (Exercice (1.2)), si min E existe, alors
inf £ = min E.

Exemple 1.11.
(1) Soit A ={-1,3,4,8}, min A = —1 et max A = 8. Donc aussi,

inffA=—-1 et supA=28.

(2) Soit B={2n:n € N} ={2,4,6,8,---}, alors inf B =min B = 2 et sup B = 0.
(3) Soit
E:={L:neN}
Puisque 1 € E est un maximum, nous avons sup £ = 1. Par contre F n’a pas de
minimum. En effet, si x € E, alors © = % pour un certain n € N. Il s’ensuit que
1 1 3 . . . . .
7 € E et =7 <. Donc z n’est pas un minimum de E. Puisque x est arbitraire, on
conclu que E n’a pas de minimum.

Par contre, nous allons montrer que
inf £ = 0.

La démonstration comprend deux étapes :

(a) 0 est une borne inférieure de E, et

(b) si m est une borne inférieure de F, alors m < 0.
Montrons (a). Soit € E. Alors = + pour un certain n € N, donc 2 = 1 > 0. Donc
0 est une borne inférieure de E.

Montrons (b). Soit m une borne inférieure de E. Nous devons montrer que m < 0. Si,

au contraire, m > 0, alors % > 0, donc il existe n € N tel que n > % Il s’ensuit que

% < m, et puisque % € FE, ceci contredit que m est une borne inférieure de E. Alors,

m > 0.
Par (a) et (b), 0 est la plus grande borne inférieure de E, c’est-a-dire inf £ = 0.

10



Le prochain résultat sera utile plus tard, quand on définira 'intégrale.

Proposition 1.12. Soit A et B deux ensembles non vides tels que a < b pour tout a € A et
b€ B. Alors, A est borné supérieurement, B est borné inférieurement, et

sup(A) < inf(B).

Démonstration. L’ensemble A est borné supérieurement, car a < b pour tout a € Aet b € B
et B est non vide. De méme, B est borné inférieurement. Montrons que sup(A4) < inf(B).
Puisque sup(A) est la plus petite borne supérieure de A, il suffit de montrer que inf(B) est
une borne supérieure de A. Soit a € A. On a a < b pour tout b € B, donc a est une borne
inférieure de B. Comme inf(B) est la plus grande borne inférieure de B, on a a < inf(B). On
a donc montré que a < inf(B) pour tout a € A, c’est-a-dire, inf(B) est une borne supérieure
de A. Comme sup(A) est la plus petite borne supérieure de A, on a sup(A4) < inf(B). O

11



1.3 Exercices

(1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)
(1.5)
(1.6)

(1.7)
(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)
(1.13)

Montrer que si un ensemble £ C R posséde un maximum, alors sup £/ = max F.
Montrer que si un ensemble £ C R posséde un minimum, alors inf £ = min F.
Soit B = {55 : n € N}, trouver inf E' et sup E.

Soit = {75 : n € N}, trouver inf E' et sup E.

Soit £ = {x € Q: x > 0}, trouver inf E et sup E.

Soit £ C R un ensemble et y € R une borne supérieure de E telle que pour tout
e > 0, il existe un élément x € F tel que x > y — €. Montrer que sup £ = y.

Soit £ = {x € Q : 22 < 4}, trouver inf E et sup F.

Soit ¥ C R un ensemble non vide borné supérieurement. Montrer que si a < sup £
alors il existe x € E tel que a < .

Soit A C R et B C R deux ensembles non vides bornés supérieurement tels que
A C B. Montrer que
sup A < sup B.

Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement, soit r € R, et soit
r+E={r+xz:2¢€FE}

Montrer que
sup(r + E) = r 4 sup(E).

Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement, soit r > 0, et soit
rE = {rz:z € E}.

Montrer que
sup(rE) = rsup(F).
Soit E = {1+ & : n € N}, trouver inf E et sup E.

Soit A C R et B C R des ensembles bornés supérieurement. Soit A+ B :={a+b:
a € A,b € B}. Montrer que A + B est borné supérieurement et que sup(A + B) <
sup(A) + sup(B). Formuler et démontrer un énoncé semblable pour I'infimum.

12



Chapitre 2

Suites et convergence

Le but de ce chapitre est de définir la notion

lim a,
n—oo

de la limite d’'une suite de nombres réels (a,)>2; et de démontrer certains résultats. Bien
que cette notion ait déja été introduite dans un cours de calcul différentiel et intégral, la
définition n’était probablement pas rigoureuse et ’emphase était plutdt mise sur les méthodes
de calculs. Dans ce cours, nous nous concentrons sur la formulation précise de cette notion
et sur la démonstration de théorémes.

2.1 Deéfinition de la limite d’une suite
Définition 2.1. Une suite est une famille de nombres réels

(an)ey = (ay,az,as,...)
indexés par les entiers naturels n € N ={1,2,3,...}.

Rappelons que la valeur absolue d’'un nombre réel x est définie par

T ;s siz >0
|| = .
—x ; six<O0.

La propriété fondamentale de la valeur absolue, pour ce qui a trait a 'analyse, est [’tnégalité
triangulaire :

Lemme 2.2.
|z +y| < l|z|+|y| pour tout z,y € R. (2.1)

Démonstration. Soit x,y € R, on a
x4yl = (x+y)? =2+ v + 20y < |z[> + [y|* + 2lay| = (2] + [y])?,

donc [z +y| < [z| + [y]. O

13



Il est aussi utile de se rappeler 'identité suivante :
lt—Ll<e <+ L—-—e<x<L+c¢ (2.2)
pour tous nombres réels z, L € R et ¢ > 0 (Exercice (2.2)).

Définition 2.3. Un nombre réel L est la limite d’une suite (a,)22; si pour tout € > 0, il
existe un entier N € N tel que

la, — L] < e pour tout n > N.
Dans ce cas, on dit que la suite converge vers L, et on écrit

lim a, = L.
n—oo

Si aucune limite n’existe, on dit que la suite (a,)22, diverge.

Le point crucial de cette définition est que le nombre € > 0 peut étre aussi petit que ’'on
désire. Par exemple, soit € = 10719, la définition implique que, éventuellement, la différence

entre L et les termes a, va étre d’au plus 1071,
Exemple 2.4. Soit a, = +, montrer que (a,);2; converge vers L = 0.
Solution. Soit € > 0. Nous avons |a, — L| = |+ — 0] = . Nous devons donc trouver un
nombre N € N tel que % < € pour tout n > N. Il suffit de prendre un entier N > 1/¢. En
eﬁet,sinZN,alors%§%<a O
Exemple 2.5. Soit
n
ap = :
n+1
montrer que (a,), converge vers L = 1.
Solution. Soit € > 0. Nous avons
n n—(Mn+1 —1 1
|an - L| = - = ( ) = = .
n+1 n+1 n+1 n+1

Nous devons trouver N tel que n%l < € pour tout n > N. Prenons un entier N > % Alors,
pour tout n > N, nous avons

1
la, — L| = < < — <e. O

2.2 Quelques propriétés des limites

Théoréme 2.6 (Théoréme du sandwich). Soient (a,)5, (b,)32,, et (¢,)2, des suites telles

n=1’ n=1-
que
ay, < b, <c, pour toutn € N,
et
lim a, = L = lim ¢,
n—oo n—oo
alors
lim b, = L.
n—oo
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Démonstration. Soit € > 0. Puisque lim,,_,o, a,, = L, il existe N; € N tel que
la, — L| < & pour tout n > Nj.
De méme, puisque lim,,_,, ¢, = L, il existe Ny € N tel que
lc, — L| < & pour tout n > Ns.
Soit N = max(Nj, Ny). Alors, pour tout n > N, nous avons n > Nj et n > Ny, et donc

L—e¢<a,<b,<c¢,<L+e.

Ainsi, |b, — L| < € pour tout n > N, et donc lim,, o b, = L. O
Exemple 2.7. Montrer que

. sinn

lim = 0.

n—oo M
Solution. Nous avons )

1 sinn 1

—— < < —.
n- n - n

Il a été démontré que lim,, % = 0. De maniére analogue lim,, —% = 0. Ainsi, le théoréme
du sandwich (Théoréme 2.6) implique que lim,, o, *>* = 0. ]

Définition 2.8. Une suite (a,)32, est dite bornée s’il existe m, M € R tel que m < a,, < M
pour tout n € N.

Exemple 2.9. La suite (a,)2; donnée par a,, = (—T1)" est bornée : —1 < a,, < 1 pour tout

n € N. En revanche, la suite donnée par a,, = n? n’est pas bornée.
Proposition 2.10. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (a,)?; une suite convergente et L = lim,, ,, a,, sa limite. En utilisant
la définition de la limite avec € = 1, on obtient qu'il existe N € N tel que |a,, — L| < 1 pour
tout n > N. Autrement dit,

L—-1<a,<L+1

pour tout n > N. Soit
M = max{ay,aq9,...,an_1, L+ 1}

et
m = min{ay, as,...,an_1, L — 1},
on a que
m<a, <M
pour tout n € N. ]

Il est souvent plus pratique de reformuler la définition d’une suite bornée de la fagon
suivante.
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Lemme 2.11. Une suite (a,)52, est bornée si et seulement si il existe B > 0 tel que |a,| < B
pour tout n € N.

Démonstration. Soit (a,)5, une suite bornée. Par la définition 2.8, il existe m, M € R tels
que m < a,, < M pour tout n € N. On a donc

—m|—|M| < —m|<m<a, <M< |M|<|m|+|M| pourtout n € N,

c’est-a-dire,
la,| < |m|+|M| pour tout n € N,

On peut donc prendre B = |m| + | M| + 1.

Inversement, soit (a,)?; une suite telle qu’il existe B > 0 tel que |a,| < B pour tout
n € N. Alors, —B < a, < B pour tout n € N, et on peut donc prendre m = —B et
M =B. O]

Il est utile de savoir que les limites sont compatibles avec les opérations d’addition, de
multiplication, et de division :

Théoréme 2.12. Soient (a,)>2, et (b,)52, des suites convergentes, et ¢ € R. Alors

@
Jim -+ ) = (Jim o) + (Jim b )
o)

lim ca,, = ¢ lim a,
n—oo n—oo

()
lim a,b,, = <lim an> (lim bn>

n—o0 n—o0 n—oo

(d) Silim, o b, # 0, alors
i % _ 1Moo On
Démonstration. (a) Soit L = lim,, ., a, et M = lim,,_,, b,,. On veut montrer que lim,,_, . (a,+
b,) = L + M. Soit € > 0. Puisque lim,,_,» a, = L, il existe N; € N tel que |a,, — L| < ¢/2
pour tout n > Nj. Puisque lim,,_,o, b, = M, il existe Ny € N tel que |b, — M| < €/2 pour
tout n > N. Soit N = max (N7, Ny). Alors, pour tout n > N, on an > Ny et n > N, donc
par 'inégalité triangulaire (Lemma 2.2),

[(an +bn) = (L + M)| = |(a, — L) + (b, — M))|
<|a, — L| + |b, — M|

<ef24¢/2
=e.
Il s’ensuit que lim,, o (a, + b,) = L+ M.
Les parties (b), (c) et (d) sont laissées en exercice (Exercice (2.11)). O
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Remarque 2.13. Dans la partie (4), on ignore les termes 3> ou b, = 0. Cela ne pose pas
probléme, car la condition lim,, .. b, # 0 implique que b, # 0 pour tout n suffisamment

grand (c’est-a-dire qu’il existe N € N tel que b,, # 0 pour tout n > N ; voir Exercice (2.10)).

[eS)
n=1

Proposition 2.14. Soient (a,)2, et (b,)5, deux suites convergentes et

L= lim a,, M := lim b,

n—o0 n—oo

leur limite. St a,, < b,, pour toutn € N alors L < M.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que L > M. Il s’ensuit que € = %(L—M) > 0.
La définition de la limite implique qu’il existe Ny, Ny € N tels que |a,, — L| < & pour tout
n > Ny et |b, — M| < & pour tout n > N;. En particulier, si n > Ny et n > Ny, alors

L—e¢<a,<b,<M+c¢

Puisque L — ¢ = # et M +¢ = %, on obtient # < #, ce qui est impossible. 11

s’ensuit que L < M. O
On obtient immédiatement :

Proposition 2.15. Soit (a,)02, une suite telle que lim, ,o,a, = L. Si b € R est tel que
a, < b pour tout n € N, alors L < b. De méme, si a,, > b pour tout n € N, alors L > b.

Démonstration. On applique la Proposition 2.14 avec la suite constante ()22 ;. ]

2.3 Suites monotones

Jusqu’ici, nous n’avons pas utilisé le principe de complétude, et donc les mémes défini-
tions et résultats fonctionnent aussi pour le systéme des nombres rationnels. En revanche, le
prochain théoréme utilise de maniére essentielle le principe de complétude. Pour le formuler,
nous commencons par la définition suivante.

Définition 2.16. Une suite (a,)5, est croissante si

ar <ay<az<ay <---

9

c’est-a-dire a,, < a,41 pour tout n € N. La suite est strictement croissante si a, < a,1
pour tout n € N. De méme, une suite (a,)5°, est décroissante si a,, > a1 pour tout n € N
et strictement décroissante si a,, > a,.1 pour tout n € N. Une suite est monotone si
elle est croissante ou décroissante.

Théoréme 2.17 (Théoréme de convergence monotone). Toute suite monotone et bornée est
convergente.
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Démonstration. Soit (ay)5>, une suite croissante bornée. En particulier, I'ensemble E =
{a, : n € N} est borné supérieurement. Par le principe de complétude (A4), L = sup(FE)
existe. Nous allons montrer que lim,,_,o, a,, = L. Soit € > 0. Puisque L — ¢ < sup(FE), L — ¢
n’est pas une borne supérieure de F (car sup(FE) est la plus petite borne supérieure). Donc
il doit exister au moins un N € N tel que L — ¢ < ay. Puisque (a,)$%, est croissante, nous
avons

L—ec<an<a,<L<L+¢

pour tout n > N. Autrement dit, |a, — L| < € pour tout n > N, c’est-a-dire lim,,_,o, a,, = L.

Si (an)02, est décroissante et bornée, alors la suite (—a,)22; est croissante et bornée.
Par le précédent paragraphe, (—a,,)? ; est convergente. Par le Théoréme 2.12(b), (a,)32, est
aussi convergente et lim,, .o, a, = —lim,,_ o, —a,. O

Remarque 2.18. Si (a,)°; est croissante et bornée, la limite L = lim,_,, a, satisfait
a, < L pour tout n € N. En effet, la démonstration du Théoréme 2.17 implique que L =
sup{a, : n € N} et donc L est une borne supérieure pour {a, : n € N}.

Exemple 2.19. Soit —1 < ¢ < 1, montrons que

lim " = 0.
n—oo

Solution. Supposons, tout d’abord, que 0 < ¢ < 1. On a ¢" — "' = (1 — ¢)c™ > 0 donc
¢ > ™ pour tout n € N. La suite (a,)%%,, ou a, = ¢", est donc décroissante. De plus,
0 < ¢ < 1 pour tout n € N, donc (a,)5, est bornée. Par le théoréme de convergence
monotone (Théoréme 2.17), la limite lim,,_,, a, = L existe. Nous allons montrer que L = 0.

Par le Théoréme 2.12(b), nous avons

L = lim a, = lim ca,,_, = ¢ lim a,_1 = cL,
n—oo n—oo n—oo

et donc (1 — ¢)L = 0. Puisque 1 — ¢ # 0, ceci implique que L = 0.

Supposons maintenant que —1 < ¢ < 0. Soit € > 0. Nous avons 0 < |¢|] < 1, donc
lim,, o0 |¢* = 0. 1l existe alors N € N tel que |¢|” < € pour tout n > N, et donc |¢" — 0] =
le|™ < € pour tout n > N. Il s’ensuit que lim,, o, ¢" = 0. O

Exemple 2.20. Soit (a,)5°, la suite définie par

a1::2

ap = + ,  pour tout entier n > 2.
2 Apn—1

Montrer que lim,,_,o @, = V/2.

Solution. Pour montrer la convergence, nous allons montrer que la suite (a,,)%2 ; est décrois-
sante et bornée.
On a

py1 — Ap = — + — —a, = ) (2.3)



Pour montrer que (a,,)5%; est décroissante, il suffit alors de montrer que a,, > 0 et 2—a? <0
pour tout n € N.

Commencons par démontrer par récurrence que a, > 0 pour tout n € N. Le cas n = 1 est
donné : on a a; = 2 > 0. Supposons maintenant que a, > 0 pour un certain n € N. Alors,
U1 = G+ % > (. Par récurrence, il s’ensuit que a,, > 0 pour tout n € N.

Montrons maintenant, toujours par récurrence, que a2 > 2 pour tout n € N. Le casn = 1
est évident : a? = 2% =4 > 2. Si a2 > 2 pour un certain n, alors

2 2 2
9 [ an 1 _a, I fay 1
“n+1—2—<7+a> —2—2—”@—(7—@) 20,

et donc a2 > 2.

L’équation (2.3) implique donc que (a,)$°; est décroissante. On a aussi 0 < a,, < a; =
2 pour tout n € N, donc (a,)52, est bornée. Par le théoréme de convergence monotone
(Théoréme 2.17), la limite

L= lim a,
n—oo

existe.
Puisque a? > 2 et a,, > 0, nous avons a,, > V2 pour tout n. La Proposition 2.15 implique
alors que L > /2, et en particulier, L # 0. Par le Théoréme 2.12, nous avons donc

_ 1 L 1
= lim a, = lim (anl-f— ):_+__

n—oo n—o0 2 Ap—1 2 L

En simplifiant cette équation, on trouve L? = 2. Puisque L > 0, il s’ensuit que L = v/2. O

Le prochain théoréme est une conséquence du théoréme de convergence monotone qui
sera utile dans la prochaine section.

Théoréme 2.21 (Théoréme des segments emboités). Soient I,, = [an, b,], pour n € N, des
segments emboités, c’est-a-dire 1,1 C I, pour tout n € N. Alors 'intersection

ﬂ]n:{xeR:anSbenpourtoutneN}

n=1
est non vide.

Démonstration. Puisque I,,.1 C I, et api1,bpi1 € Ipy1, o0 & apyq, by € I, c’est-a-dire

an < Gpi1 < bpip < b, pour tout n € N.
En particulier, la suite (a,,)22; est croissante. Elle est aussi bornée, car a; < a,, < by pour tout
n € N. De méme, la suite (b,)>° ; est décroissante et bornée. Par le théoréme de convergence
monotone (Théoréme 2.17), les limites

a:=lima, et b:= lim b,
n—oo n—oo

existent. Par la Proposition 2.14, on a a < b, et par la Remarque 2.18,
a, <a<b<b,
pour tout n € N. Par conséquent, tous les points dans le segment [a, b] sont contenus dans

intersection ()~ I,. En particulier, a € (.2, I,. O
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2.4 Sous-suites

Soit une suite (a,)22;, on peut obtenir d’autres suites comme, par exemple,

<a2n)7010:1 = (a27 Gy, G, Ag, A10, - - )

ou
(anQ)?Lozl == (ala ay4, a9, A16, A25, - . )

Plus généralement :

Définition 2.22. Soit (a,)22; une suite. Une sous-suite de (a,)°; est une suite de la
forme (an, )31 = (Anys ngs Ang,y -+ -), O Ny < Mg < g < -+ -

Proposition 2.23. Soit (a,)32, une suite convergente. Toute sous-suite (an, )7, de (an)p,
converge et

lim a,, = lim a,.

k—o0 n— 00
Démonstration. Soit L = lim,,_, a,. Pour tout £ > 0, il existe N € N tel que |a, — L| < &
pour tout n > N. En particulier, si £ > N, on a n > k > N et donc |a,, — L| < ¢. O

Exemple 2.24. Montrer que la suite (a,)3%; donnée par a,, = (—1)" diverge.

Solution. Si la suite converge, alors toutes ses sous-suites convergent vers la méme limite
(Proposition 2.23). Mais (ag,)32; = (1)32, converge vers 1 et (ag,+1)52; = (—1)2, converge
vers —1. [

Théoréme 2.25 (Théoréme de Bolzano—Weierstrass). Toute suite bornée posséde une sous-
suite convergente.

Démonstration. Soit (a,)5, une suite bornée :
m<a, <M pourtout n € N.

Le segment I; = [m, M| contient tous les termes a,. Si on sépare I; en deux segments égaux
L = [m,d Ul[e,M], ot ¢ = 2 "alors un des deux segments [m,c| ou [c, M] contient
une infinité de termes a,. En effet, si [m,c| et [c, M| contiennent chacun un nombre fini
de termes a,, alors I; = [m, M] contient aussi un nombre fini de a,, contredisant le fait
que [; contient tous les a,. Appelons donc I, le segment [m,c|] ou [¢, M] qui contient une
infinité de termes a,. La longueur de Iy est la moitié de celle de Iy, soit %(M —m). On
peut répéter le processus en divisant I, en deux segments égaux et en choisissant I3 C I
celui qui contient une infinité de termes a,,. En continuant de la sorte, on obtient une suite
de segments emboités Iy DO I, DO I3 D I, O ---, qui contiennent chacun une infinité de
termes a,,, et tel que [ est de longueur 2k#_l(M —m). Par le théoréme des segments emboités

(Théoréme 2.21), il existe un nombre

Le ﬁ 1.
k=1
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Puisque chaque segment [, contient une infinité de termes a,, on peut choisir une suite
ny < ng < ng < --- telle que a,, € I pour tout & € N. Nous allons démontrer que
lim, o a,, = L. En effet, a,, et L sont tous deux des éléments de I, qui est de longueur
51 (M —m), donc

1
[, = L} < 5= (M —m).

Puisque 5= (M — m) converge vers 0 (Exercice (2.3)), on a limj_ a,, = L (Exercice

(2.9)). O

Exemple 2.26. Montrer qu’il existe une sous-suite de

(an )y (”4 sin(1 + Cos(n>1nn)>oo

n=1 = 1+nt

n=1
qui converge.

Solution. Puisque |sinz| < 1 pour tout z € R, on a

n4

n*sin(1 + cos(n)™™) <
“14nt

<1
1+ nt

|an| =

et donc (a,,)22, est bornée entre —1 et 1. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme
2.25), (a,)9%, a une sous-suite convergente. O

2.5 Suites de Cauchy

Revenons maintenant au principe de complétude. Nous allons voir dans cette section
que ce principe est lié au fait que, d’une certaine maniére, R contient toutes ses limites. En
revanche, cette propriété n’est pas satisfaite par le systéme des nombres rationnels Q. Par
exemple, la suite a, = (1 + %)” converge vers le nombre d'Euler e = 2.71828... qui est
irrationnel, bien que a, € Q pour tout n. Le fait que R contienne toutes ses limites peut
sembler évident, car, dans la définition de la limite, on suppose déja que la limite est dans
R. Cet énoncé peut prendre un sens seulement s’il y a une fagon de déterminer si une suite
est convergente sans spécifier la limite. C’est en effet possible :

Définition 2.27. Une suite de Cauchy est une suite (a,)5, telle que pour tout € > 0 il
existe N € N tel que
|am — a,| < e

pour tous m,n > N.

Vérifions d’abord que les suites convergentes sont des suites de Cauchy :

Proposition 2.28. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
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Démonstration. Soit (a,)5, une suite convergente,

lim a, = L.
n—o0

Soit € > 0. En prenant § dans la définition de la limite, on trouve qu’il existe N € N tel que
la, — L| < § pour tout n > N. Donc, par I'inégalité triangulaire (2.1),

]am—an\:](am—L)+(L—an)]§|am—L]+]L—an]<g+%:e

pour tout m,n > N. ]
Nous allons voir que le principe de complétude implique I'inverse.

Proposition 2.29. Toute suite de Cauchy est convergente.

Démonstration. Soit (a,)2>, une suite de Cauchy. Commengons par démontrer que (a,)5,

est bornée. En utilisant ¢ = 1 dans la définition d’une suite de Cauchy, on a qu’il existe
N € N tel que |a,, — a,| < 1 pour tout m,n > N. En particulier, pour tout n > N, on a

lan| = |(an, — an) + an| < |a, — an| + lan| < 1+ |ay]-
Par conséquent, pour tout n € N on a
|(In| < max(|a1|, |CL2|, ceey |aN—1|7 1+ |aN|)7

et la suite est donc bornée (Lemme 2.11). Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme
2.25), il existe une sous-suite convergente (a,, )32 ,. Soit

L = lim a,,.

k—o0 Mt

Nous allons montrer que (a,);>, converge aussi vers L. Soit ¢ > 0. En utilisant § dans la
définition d'une suite de Cauchy, on obtient qu'’il existe N € N tel que |a,, — a,| < § pour
tout m,n > N. De méme, en utilisant § dans la définition de la convergence de a,,, il existe

K € N tel que |a,, — L| < § pour tout & > K. Soit k > K tel que n, > N. On a que pour
tout n > N,

e €
an = L1 = [0 = an,) + (0, = D] < Jon — ang| +lan, — LI < 5+ 5 ==
Donc lim,, o, a,, = L. ]
Par les propositions 2.28 et 2.29, on a :
Théoréme 2.30. Une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy. [

Remarque 2.31. Il est aussi possible de démontrer le principe de complétude en supposant
que toute suite de Cauchy converge. Le principe de complétude est donc equivalant a la
convergence des suites de Cauchy.
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2.6 Densité des nombres rationnels et irrationnels

Un nombre est dit #rrationnel s’il n’appartient pas a I’ensemble Q des nombres ration-
nels. Commencons par démontrer I'existence d’au moins un nombre irrationnel :

Théoréme 2.32. /2 ¢ Q.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que V2 € Q. Ecrivons V2 = 7,oua,be’Z

2
n’ont pas de facteur commun.' On a % = 2, donc

a® = 2b°. (2.4)

Il s’ensuit que a? est pair. Le carré d'un nombre impair est impair, donc a doit nécessairement
étre pair. C’est-a-dire, a = 2n pour un certain n € Z. Par (2.4), on a 4n*? = 2b?, et donc
b* = 2n?. Par le méme raisonnement, b est pair. Il s’ensuit que 2 est un facteur commun de
a et b, contredisant qu’ils n’aient pas de facteur commun. O

Ayant démontré I'existence d’au moins un nombre irrationnel, il est naturel de se deman-
der g’ils sont rares ou communs. Le prochain théoréme répond de maniére précise a cette
question, en montrant que les nombres rationnels et irrationnels sont tous deux « denses »,
c’est-a-dire qu’on en trouve partout sur la droite des réels.

Théoréme 2.33. Tout intervalle ouvert (a,b) = {x € R:a < x < b}, ot a <b, contient un
nombre rationnel et un nombre irrationnel.

Démonstration. Puisque b — a > 0, il existe un entier naturel n € N tel que n > ﬁ Cela
conduit a na+1 < nb, et donc il existe un entier m € Z tel que na < m < nb. Par conséquent,
a < ™ < b, donnant ainsi un nombre rationnel ™ € (a,b). De méme, il existe un nombre
rationnel 7 dans l'intervalle (\%, \%), et donc rv/2 € (a,b). De plus, /2 est irrationnel, car

siry2 =gq € Q, alors v/2 = 1 € Q, contredisant le Théoreéme 2.32. H

Corollaire 2.34. Soit © € R. Alors il existe une suite (a,)?, de nombres rationnels telle
que lim,,_,o, a,, = x. De méme, il existe une suite (b,)5, de nombres irrationnels telle que
lim,,_,o0 b, = .

Démonstration. Pour tout n € N, le Théoreme 2.33 implique qu’il existe a, € Q tel que
T < a, < I+ 711 Par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.6), on a lim, .. a, = x. La
deuxiéme partie est démontrée par un argument similaire. O

1. Par exemple, % peut étre écrit comme %, ou 2 et 3 n’ont pas de facteur commun, contrairement a 4 et
6 qui ont 2 comme facteur commun.
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2.7 Exercices

(2.1)

(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)

(2.6)
(2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)
(2.12)
(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Démontrer par récurrence que pour tous nombres réels 1, z, ..., z, € R,
214+ 2o 4+ 2] < a4 2] -+ |2y
Démontrer I’équation (2.2).

1

Montrer que lim,,_,o == = 0 directement avec la Définition 2.3.

on
Montrer que lim,, (1 + %) = 1 directement avec la Définition 2.3.
Montrer que lim,, . ng—il = 1 directement avec la Définition 2.3.

Montrer que lim,, 1% = ( directement avec la Définition 2.3.

Soit (a,)32; une suite convergente, montrer que lim, ,. a9, = lim, o0 d2p11 =
lim,, o0 Gy
(a) Soit (a,)32; une suite telle que les sous-suites (ag, 1) et (ag,)5, convergent

vers la méme valeur L € R. Montrer que (a,)>; converge aussi vers L.

(b) Soit (a,)2, une suite telle que les sous-suites (az,—2)0 1, (a3,-1)32 1, et (a3,)22
convergent vers la méme valeur L € R. Montrer que (a,)>2; converge aussi
vers L.

Soient (a,)22; et (b,)%°, deux suites telles que lim,,_,, b, = 0 et |a,, — L| < b, pour
tout n € N. Montrer que lim,,_, a, = L.

Soit (b,)22; une suite convergente et ¢ € R tel que lim,,_,o, b, # ¢. Montrer qu’il
existe N € N tel que b,, # ¢ pour tout n > N.

Démontrer les parties (b), (¢) et (d) du Théoréme 2.12.
Soit ¢ > 0, trouver lim,,_, H% (La réponse dépend de c.)

Soit (a,,)22 ; une suite monotone telle que a,, > 0 pour tout n et lim,, o a, = L > 0.
Montrer que lim,,_ o \/a, = VL.

Soient (a,)32; et (b,)52; deux suites telles que |a, — b,| < £ pour tout n. Montrer

que, si (a,)>, converge vers L, alors (b,)r°, converge aussi vers L.

Soit (a,)52, la suite définie par

pour tout n > 2.
2 20,n_1

Montrer que (a,)3%, converge vers v/3.

Soit (a,)5, une suite de Cauchy et (an, )52, une sous-suite telle que limy_, a,, =
L. Montrer que lim,,_,, a,, = L.

o0

Soit (a,)22; une suite telle que la suite (b,)52; ot b, = >} _, |ay — aj41] converge.

Montrer que (a,)32, converge.
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(2.18) Soit (a,)$e; une suite telle que

lim a,, = L.
n—oo

Montrer que
.apFax+t--tay
lim = L.

n—00 n

(2.19) Soient ¢ € Ret a, = LT;CJ , ol | x| est la partie entiére de x. Montrer que lim,,_,, a,, =

C.

(2.20) Soit (a,)s%; une suite telle que lim,,_, a, = 0 et (b,)5°, une suite bornée. Montrer
que lim,,_,, a,b, = 0.

(2.21) Soit (a,)32, une suite telle que a, > 0 pour tout n € N, et lim,, o a, = L > 0.
Montrer que inf{a, : n € N} > 0.
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Chapitre 3
Séries

Dans ce chapitre, on définit la notion de convergence d’'une série
o0
E a?’l?
n=1

ou a, € R, et on démontre quelques tests de convergence.

3.1 Convergence d’une série
Définition 3.1. Soit (a,)S%, une suite. La série associée a (a,)2, est 'expression
Zan:a1+a2+a3+---. (31)
n=1
La suite des sommes partielles de la série (3.1) est la suite (s,)22, ou
sn::Zak:a1+a2+a3+---—|—an. (3.2)
k=1

On dit que la série (3.1) converge si la suite des sommes partielles (3.2) converge au sens
de la Définition 2.3. Dans ce cas, si L = lim,,_,o S,, on écrit

o0
E a, = L,
n=1

et on appelle le nombre L la valeur de la série. Si la suite des sommes partielles ne converge
pas, on dit que la série diverge.
Exemple 3.2 (Série géométrique). Soit r € R tel que |r| < 1. Montrer que

- 1
Zrnzl—r‘

n=0
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Solution. Soit (s,)22; la suite des sommes partielles. On a
Sp=14r+1r>4 41"
et
TSy, :r+r2+---—|—7“”+7“"+1,

donc

Sp — 1Sy = 1 — "L,

Par conséquent,

1— ,,,n—&—l
A g
Par 'Exemple 2.19, lim,, ,, 7™ = 0. Le Théoréme 2.12 implique alors que
) 1-0 1
lim s, = = .
n—00 1—r 1—r
Exemple 3.3. Montrer que
= 1
> =1
— n(n+ 1)

Solution. Soit (s,)2, la suite des sommes partielles. Puisque

1 1
L tout k € N
FE+1) kK ke1 PowrtomEes

on a
1 1 1 1
=T toatyat n(n+ 1)
11 1 111 11
T1 2 23Tzt L T
B 1
T n+1

Il s’ensuit que

lim s, = lim (1— 1 )
n—o00 n—00 n -+ 1

et donc ) 7, ﬁ =1.

(lim 1>—<lim L ):1—0:1,
n—o00 n—>oon—|—1

Pour une série donnée, il n’est pas toujours possible de déterminer explicitement la suite
des sommes partielles et vérifier directement sa convergence comme nous l'avons fait pour
les deux derniers exemples. Heureusement, il existe plusieurs critéres de convergence qui ne

requiérent pas de calculer les sommes partielles.

Ce premier critére permet de déterminer facilement si une série diverge :

Théoréme 3.4. Si la série Zf;l a, converge, alors lim, . a, = 0. Par conséquent, si la

suite (a,)22, ne converge pas vers 0, alors la série y | a, diverge.
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Démonstration. Soit Y | a, une série convergente, soit (s,)s2; la suite des sommes par-
tielles, et soit L = lim, ,o $,. On a que a,, = s, — $,_1 pour tout n > 2, et donc, par le
Théoréme 2.12(a),

lim a, = lim (s, — $,1) = (lim sn> — <lim sn_1> =L—-L=0. H
n—00 n—00 n—00 n—00

Exemple 3.5. La série >~ (—1)" diverge car la suite ((—1)")$2,; diverge (Exemple 2.24).

Exemple 3.6. La série )~ | 5 diverge car lim, o ;15 = 1 # 0 (Exemple 2.5).

On doit faire attention au fait que si une série 2211 a, satisfait lim, _,.,a, = 0, le
Théoréme 3.4 ne donne aucune information sur sa convergence. L’exemple classique est la
série harmonique

oo
>
~
n=1

Cette série diverge, bien que lim,HOO% = 0. Pour le démontrer, nous observons d’abord le
critére suivant.

Théoréme 3.7 (Critére de Cauchy). La série Y - | a, converge si et seulement si pour tout
e >0 il existe N € N tel que pour tous m >n > N, on a

m

>

k=n+1

= |ans1 + Ango+ - Fan| <e.

Démonstration. Soit (s,)5, la suite des sommes partielles. Alors, pour tous m,n € N tels
que m > n, on a

m n m
|Sm — Sn| = E ak—g ap| = E ag) .
k=1 k=1 k=n-+1

Il s’ensuit que le critére de Cauchy est satisfait si et seulement si (s,)5, est une suite de
Cauchy. Par le Théoréme 2.30, ceci est équivalent a la convergence de (s,,)5 ;. []

Exemple 3.8. Montrer que la série harmonique 7, % diverge.

Solution. 11 suffit de montrer que le critére de Cauchy n’est pas satisfait. C’est-a-dire, nous
devons montrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout N € N, il existe m > n > N tels que

}E:Z;n+1%‘;2 €.
Pour tout N € N, on a

ZZN: _o1 o, ot
k:NJrlk N+1 N+2 2N
Chacun des termes de cette somme est plus grand ou égal a ﬁ, et il y a N termes, donc

2N
1 1 1
—| >N — = —.

2 32N

k=N+1

Le critére de Cauchy n’est alors pas satisfait pour € = % (en utilisant m = 2N etn =N). O
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3.2 Tests de convergence

Proposition 3.9. Soit > | a, une série telle que a, > 0 pour tout n. Cette série converge
si et seulement st sa suite des sommes partielles est bornée.

Démonstration. Puisque a, > 0 pour tout n, la suite des sommes partielles s, = >/'_; ay
est croissante. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.17), si la suite (s,,) est
bornée, elle converge. Inversement, puisque toute suite convergente est bornée (Proposition
2.10), si la suite (s,)32, converge, alors elle est bornée. O

Théoréme 3.10 (Test de comparaison). Soient >~ a, ety > b, deuz séries. Sty | by
converge et il existe N € N tel que

la,| < b, pour tout n > N,
alors y >, a, converge aussi.
Démonstration. Montrons que Y | a, satisfait le critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Soit
e > 0. Puisque > 7 | b, converge, le critére de Cauchy implique qu'il existe M > N tel que
m
Z b, < e pour tout m >n > M.
k=n+1

Par conséquent (Exercice (2.1)),

m m m
Zak§2|ak|§2bk<e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

pour tous m > n > M. Le critére de Cauchy (Théoréme 3.7) implique donc que > a,
converge. ]

Exemple 3.11. Montrer que la série

1

n2
n=1

converge.

Solution. Pour tout n > 2, on a n* > n(n — 1), donc

1 < 1

n? = nn—1)
Par "Exemple 3.3, la série >~ n(nl—l) =53, n(n1+1) converge. Par le test de comparaison
(Théoréme 3.10), la série Y o> | =5 converge. O

Théoréme 3.12 (Test du rapport). Soit Y~ | a, une série telle que a, > 0 pour tout n € N
et

. Ap+1
lim /4= = L.

n—00  (y,
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(1) Si L <1, la série converge.
(2) Si L > 1, la série diverge.

Démonstration. (1) Supposons que L < 1. Par la Proposition 3.9, il suffit de montrer que
la suite (s,)52, des sommes partielles est bornée. Soit r > 0 tel que L < r < 1 et soit
¢ :=r — L > 0. Par la définition de la limite lim,,_,,, “*** = L, il existe N € N tel que

an

Qp41
G,

—L‘ < e pour tout n > N.

Puisque a,, > 0, ceci est équivalent a

Ap+1
G,

< L+e=r pourtout n > N.

On a donc pour tout £ > N que

an+1 < Tran
anto < Tany1 < T‘QQN

an+3 < Tant2 < ray

a, <" Nay, pour tout n > N + 1.

Par 'Exemple 3.2, il s’ensuit que pour tout n > N + 1, on a

Sp, =SN-1t+any t+ani1+ -+ a,
<sy_1+ay+ray+---+r"Nay

:5N—1+CLN(1+T’—|—T2—|—...+T71—N)
1_7an—N+1
= Sn-1tan
1—r

< sy-1+ w
1—r
Par conséquent, soit M = max(sy,...,sn,Sn—1 + =), on a 0 < s, < M pour tout n € N
et donc (s,)22 est bornée. Par la Proposition 3.9, > | a, converge.

(2) Supposons que L > 1. Soit r € R tel que 1 < r < L. Le méme argument qu’en (1)
montre qu’il existe N € N tel que a,, > r" Nay pour tout n > N + 1. Puisque » > 1, ceci
implique que a,, > ay > 0 pour tout n > N. En particulier, (a,)22; ne converge pas vers
zero, et donc la série Y | a, diverge par le Théoréme 3.4. [

Remarque 3.13. Si L = 1 dans le Théoréme 3.12, on ne peut rien conclure. Par exemple,

la série harmonique y 7, % diverge et lim,, . % =1, et la série Y~ , # converge et
. 2
lim,, oo 1/(17;:21) =1.
Exemple 3.14. Montrer que la série
(o.9] 2n
2
n=1

converge.
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Solution. Soit a,, = % On a a,, > 0 pour tout n et

n ontl 1)! 2
limaﬂ:limﬁzlim =0<1,

n—00 QA n—00 2"/71' n—oom + 1
donc la série converge par le test du rapport (Théoréme 3.12). O

Théoréme 3.15 (Test des séries alternées). Soit (a,)5, une suite décroissante telle que

lim,,_soo a, = 0. Alors la série
>_(—1)"an

n=1
converge.

Démonstration. Soit (s,)>, la suite des sommes partielles. Nous allons montrer que la suite
(sn)p2, se comporte comme sur la figure suivante :

S1 53 S557 5856 S4 S2

Plus précisément :
(1) La sous-suite (s1, S3, S5, ...) = (S2,-1)22; est croissante.
(2) La sous-suite (sg, Sy, Sg, - -.) = (S2n)02, est décroissante.
(3) Som-1 < S2, pour tous m,n € N.
Pour montrer (1), on a
Sont1 — Sop—1 = —Qop+1 + Aoy, > 0 pour tout n € N|

car ag, > Go,4+1 par la supposition que (a,)%; est décroissante. Pour montrer (2), on a

Sont2 — Son = Qony2 — A2p11 < 0 pour tout n € N,

N = max(m,n). Alors,

car agnio < Gon+1 par la décroissance de (a,)2 ;. Pour montrer (3), soit m,n € N. Soit

Som—1 < San—1 < San—1 + Qan = San < Sap,

ot nous avons utilisé la croissance de (s2,-1)5%; pour la premiére inégalité, le fait que asy > 0
pour la deuxiéme inégalité, et la décroissance de ($2,)22; pour la troisiéme inégalité.

Donc la suite (s,)52, satisfait (1), (2), et (3). Par (1), la suite (s2,-1)5%; est monotone, et
par (3), elle est bornée entre s; et sy. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme
2.17), la limite

lim Son—1 = L
n—00

existe. De méme, (2) et (3) implique que (s2,)22; est monotone et bornée, donc la limite

lim s9, = M
n—o0

existe. Nous avons alors,

M — L = lim sy, — lim sg, 1 = lim (s9, — S9,,—1) = lim ag, =0,

donc L = M. 1l s’ensuit que lim,, o s, = L (Exercice (2.8)a). O
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Exemple 3.16. Bien que la série harmonique ), % diverge, sa version alternée

= (—=1)nt! 1 1 1
A A— TR

; n 2 3 4
converge par le test des séries alternées (Théoréme 3.15). Il est possible de montrer que
la valeur de cette série est In(2), mais il faut d’abord définir l'intégrale, ce qui viendra au

n+1

Chapitre 6. Pour le moment, nous nous contentons de constater que » >~ % > 0. En
effet, soit (s,)22; la suite des sommes partielles. Alors, pour tout n € N, on a

1 N 1 1 o 1 1
STL: — = _— = -
2 2 3 4 m—1 2n

Puisqu’une sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite (Proposition
2.23), nous avons que (S2,)%, converge. Par la Proposition 2.15,

lim sy, > —.
n—o00 2

Il s’ensuit que

= (1)t 1
ZQZ lim s, = lim sy, > —.
n 2

n—00 n—00
n=1

3.3 Convergence absolue et conditionnelle

Cette section illustre le fait que, pour certaines séries, 'ordre des termes est important
pour en déterminer sa valeur.

Exemple 3.17. Dans la derniére section, nous avons montré que la série harmonique alternée

1 1 1 1
l——4+=-—=-4+ ===+ 3.3
2 + 3 4 * 5 6 * (33)
converge vers une valeur L > 0. Considérons maintenant la série suivante, ot 'on a simple-

ment changé l'ordre des termes :

TR T S SIS S N I S N S (3.0
&2 403 6 08 5 10 12 ’ ‘
ou
1 1 1 c N
a3p—2 = ) A3p— TG agp = ———, N
M2 op — 17 et dn —2° P 4n



Nous allons montrer que
o0
L
Su-L
n=1

c’est-a-dire, en réarrangeant les termes de (3.3), la valeur de la série passe de L a %
Montrons d’abord que la série (3.4) converge. Soit (s,)5°, la suite des sommes partielles.
Puisque

1 1 1
n— n— n — - - T 3.5
Gan—2F Gan1 - Gon = 5 70 T 500 1) dn (3:5)
1 1
- 3.6
22n—1) 4n (3.6)
2n — (2n — 1)
== = -/ 3.7
4n(2n — 1) (87)
1
= 3.8
4n(2n — 1)’ (3:8)
on a que
- 1
*""§:4k@k-n'
k=1
Clest-a-dire, (s3,)7°; est la suite des sommes partielles de la série Y -, m. On a
1 1 1 1 o0 1
=) < Ty = 8D < D) donc ), e converge par le test de com-
paraison (Théoréme 3.10) et 'Exemple 3.3. Il s’ensuit que (s3,)22; converge. De plus,
| -4
S3n — Sgn—1| = —
3 sn—1] = -
donc (s3,-1)52, converge vers la méme limite (Exercice (2.14)). De méme,
| =5
S3n — Sgn+1| =
3 a1l = 57

donc
lim s3, = lim s3,_ 1 = lim $3,41.
n—oo n—oo n—oo

Il s’ensuit que (s,)7, converge (Exercice (2.8)b) et donc (3.4) est une série convergente.
Par (3.6), on a

1 1 1
asj—9 + a3p—1 + a3 = s\or—1 3 ) pour tout k € N,

et donc

S3n = (CL1 + az + (13) + (CL4 + as + aﬁ) + -+ (agn_z + a3p_1 + agn)

711 1+1 1+ N 1 1
2 2 3 4 m—1 2n)°

Par conséquent,

s I <= (—=1)" L
n=1 n== == O



L’exemple précédent montre que la valeur d'une série peut changer en changeant I'ordre
des termes. Cependant, certaines séries ont la propriété que leur valeur est indépendante de
I’ordre des termes :

» °y s o0 . o0
Définition 3.18. Une série ) >~ a, converge absolument si )~ |a,| converge. Une
L. o0 oy . . . o0 .
série > | a, converge conditionnellement si elle converge, mais >, |a,| diverge.

= Ziil #

converge conditionnellement,

Exemple 3.19. La série Y >, (= converge absolument, car y (7172;“

n2
(-t

converge (Exemple 3.11). En revanche, la série > 7,

0o (_1)n+l
car Y52, | E2

=5, % est la série harmonique qui diverge (Exemple 3.8).

Théoréme 3.20. Toute série absolument convergente converge.

Démonstration. Cela découle du test de comparaison (Théoréme 3.10) avec b, = |a,| et
N =1. [

Définition 3.21. Un réarrangement d’une série

o0

> an
n=1
est une série de la forme .
> s,
n=1
ou
fN— N

est une fonction bijective.

Théoréme 3.22. Soit >~ a, une série absolument convergente telle que

ian:L.
n=1

o0 .
_, G converge aussi vers L.

Tout réarrangement de )
Démonstration. Soit f : N — N une fonction bijective. Soit € > 0. Puisque la suite >~ | |ay,]|
converge, elle satisfait au critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Il existe alors N € N tel que
m
€
Z lag| < ) pour tous m >n > N.
k=n+1

De plus, comme > a, = L, il existe M > N tel que

Ei:ak-—<L
k=1

€
< 5> pour tout n > M.
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Puisque f est bijective, il existe K € N tel que

{1,2,.... M} C{f(1), f(2),..., F(K)}.

Soit n > K, et soit
m = max{f(k): 1 <k <n}.

On a
n n M M
k=1 k=1 k=1 k=1
n M M
<[S Yl S
k=1 k=1 k=1
m M
< 2 lad+ D a-L
k=M+1 k=1
_E.c
2 2
=e.
Il s’ensuit que Y, apr) = L. O

Remarque 3.23. Il est possible de grandement généraliser I’Exemple 3.17 et démontrer que
si > | an est une série qui converge conditionnellement, alors pour tout L € R, il existe un
réarrangement » . as) qui converge vers L. Nous ne couvrons pas la démonstration dans
ce cours, mais 'étudiante ou I'étudiant intéressé peut se référer a |3, Théoréme 7.38|.
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3.4 Exercices

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Dire si les séries suivantes sont convergentes ou divergentes.
(2) Xnlisn

(b) 3oy i

(€) Xntion

(@) 3202, 55

(&) ot mrmeT
Montrer que

o

Z (4n — 3 4n+1)

1
4
+

(Indice : Trouver A, B € R tel que = 3)(4n+1) 4n 3 7 et utiliser une approche

semblable a celle de I’Exemple 3.3. )

Montrer que

3
“—~ n(n+2)
(Indice : m = % (% — n—+2) Utiliser une approche semblable a celle de 'Exemple
3.3.)
Calculer

Z (n+1 \/_+n\/n~|—1

n:l

(Indice : multiplier le numérateur et le dénominateur par v/n + 1 — /n et utiliser
une approche semblable a celle de 'Exemple 3.3.)

Soit >~ | a, une série convergente telle que a,, > 0 pour tout n € N. Montrer que
Yoo | a? est convergente. Est-ce toujours vrai si I'on ne requiert pas que a, > 0
pour tout n € N7

Soit (a,)2, une suite telle que lim,,_, |a,| = 0. Montrer qu’il existe une sous-suite
(an, )32, telle que D27 1 A, converge.

Montrer que si Y oo a? et Y7 b2 convergent, alors > >~ a,b, converge. (Indice :
Montrer que |ab| < 2(@ + b?) pour tout a,b € R en utilisant que (|a| — |b])?
Utiliser le test de comparaison.)

(Test de la racine.) Soit Y - | a, une série telle que a, > 0 pour tout n et la suite
(/)5 converge vers L € R. Montrer que si L < 1, alors la série converge, et
si L > 1, alors la série diverge. (Indice : s’inspirer de la démonstration du test du
rapport (Théoréme 3.12).)

. o0 n
Montrer que si » .- a, converge et a, # —1 pour tout n € N, alors > - 1 o
diverge.
Soit 7 | a, une série absolument convergente, et (b,)°; une suite bornée. Mon-

trer que Y~ a,b, converge absolument.
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(3.11)
(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)

Montrer que si la suite (a,)5°; satisfait a,, > 0 pour tout n € N et lim,, aZ“ =

L < 1, alors lim,, ;o a, = 0. (Indice : Utiliser le test du rapport (Théoréme 3. 12) )

Soit (a,,)22; une suite telle que lim,,_,, a,, = L existe. Montrer que la série Y~ (a,—
an+1) converge et trouver sa valeur.

Soit Y > a, et > b, des séries convergentes. Montrer que Y > (a, + by,) est
aussi convergente et que

j{: an‘+‘b ZE:(%1+_§£:b
n=1

. o0 L. 00 .
Soit > >, a, une série convergente et ¢ € R. Montrer que Y >~ ca, est aussi

convergente et
oo oo
E can = ¢ E Qnp.
n=1 n=1

. . . o0 o0 s . o0
Est-il vrai que si ) >~ a, et > >~ b, sont des séries convergentes, alors » | a,b,
est aussi convergente ?

Soit Y7 | @, une série convergente telle que a, > 0 pour tout n € N, et Y >° b,
une série telle que
n

Qn

lim =L
n—oo

existe. Montrer que )~ b, converge absolument.

Soient >~ a, et > 7 b, des séries telles qu’il existe N € N tel que a,, = b, pour
tout n > N. Montrer que Zzozl a, converge si et seulement si 270;1 b, converge.

Soit Y >° | a, une série convergente telle que a, > 0 pour tout n € N. Soit b, =

aitast--+an AT o0 i
- . Montrer que la série Y >~ b, est divergente.

Soit > 7 | a, une série convergente, telle que >~ | a, = L. Montrer que Y~ (a,+
an+1) converge et trouver sa valeur en fonction de L.

Soient ZZO L an et ZZO , bn, des séries convergentes telles que a,, > 0 et b, > 0 pour
tout n € N. Montrer que la série > | max(a,, b,) est convergente.

Soit (a,);>; une suite décroissante telle que a, > 0 pour tout n € N et Y >  a,
converge. Montrer que lim,, ., na, = 0.

Soit Y >° | a, une série convergente. Montrer que limg o0 Y o, ap, = 0.

37



Chapitre 4

Fonctions

Le but de cette section est d’introduire la notion de continuité d’une fonction et de
démontrer certaines conséquences de cette propriété.

4.1 Conventions sur les fonctions

Dans ces notes, le terme « fonction » désignera toujours une fonction d’une variable

réelle
f:D—R,

ol le domaine D de f est une union d’intervalles de longueur positive ou infinie dans R.
Par exemple, D = R, D = [0,00), D = [-1,0) U (0,1], et D = (—00,2) U [3,4), sont des
domaines valides, mais pas D = {0}. Un domaine qui reviendra souvent est un segment,
c’est-a-dire, un intervalle de la forme [a,b], ot a,b € R et a < b.

Soit D un domaine, on notera par D l'union de D et de toutes les bornes des intervalles
le constituant, excluant +oo. Par exemple, si D = (0,1), alors D = [0,1]. Si D = (—1,0) U
(0,00), alors D = [—1, 00).

4.2 Limite

Définition 4.1. Soit f : D — R une fonction et 9o € D. Un nombre L € R est la limite
de f au point z( si pour tout € > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tout x € D
satisfaisant 0 < |z — zo| < 0, on a |f(z) — L| < e. Dans ce cas, on écrit

lim f(x)= L.

T—TQ
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Zo

Exemple 4.2. Soit f : R — R la fonction donnée par f(z) = x pour tout z € R. Montrer
que

lim f(z) = xg

T—T0

pour tout o € R.

Solution. Soit € > 0. On doit trouver un nombre & > 0 tel que pour tout x € R satisfaisant
0<|x—z9| <d,onalf(x)— f(xo)| <e. Puisque |f(z)— f(x¢)| = |x — x0|, on peut prendre
0 =¢e. O
Exemple 4.3. Montrer que

lim 2° = z]

T—T0

pour tout o € R.

Solution. Soit € > 0. On doit trouver un nombre § > 0 tel que pour tout = € R satisfaisant
0<|r—z0| <d,onalx?—12% <e Ona

2% — 25| = |(z + 20)(z — z0)| = |2 + wollz — o < (Jz| + |wo])|2 — o]

De plus,
|z| = (7 — 20) + 20| < |2 — 20| + |20]-

Donc, si | — xo| < 6, on a
2% — 5] < (J& = o] + 2|wo])|z — wo| < (9 +2|0l)0.

Par conséquent, il suffit de trouver 6 > 0 tel que (0 + 2|zg|)d < e.Sid < 1letd < Tromol
alors (0 + 2|x|)d < (1 4+ 2|zg])d < e. Il suffit alors de prendre

IS
d=min |1, —— | . 0

Le prochain résultat relie la notion de limite d’une fonction avec la notion de limite d'une
suite telle que vue au Chapitre 2.
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Théoréme 4.4 (Critére séquentiel de la limite). Soit f : D — R une fonction et xq € D.
Alors,

li =L

Jlim f(z)
si et seulement si pour toute suite (a,)2, qui converge vers xq telle que a,, € D et a, # xg
pour tout n € N, on a lim,_,, f(a,) = L.

Démonstration. ( =) Supposons que lim,_,,, f(z) = L. Soit (a,)32 ; une suite qui converge
vers xq telle que a, € D et a, # xo pour tout n € N. On doit montrer que lim,,_, f(a,) =
f(L). Soit € > 0. Par la définition de lim,_,,, f(z) = L, il existe § > 0 tel que |f(z) — L| < ¢
pour tout x € D tel que 0 < |z — x| < J. Puisque lim,,_,, a, = zo, il existe N € N tel que
la, — xo| < 0 pour tout n > N. Il s’ensuit que si n > N, alors 0 < |a,, — zo| < J, et donc
|f(a,) — L| < e. Par conséquent, lim,,_, f(a,) = L.

( <) Supposons que pour toute suite (a,)>°; qui converge vers zy telle que a, € D et
a, # o pour tout n € N, on a lim,_,, f(a,) = L. On doit montrer que lim,_,,, f(z) = L.
Supposons le contraire, ¢’est-a-dire que L n’est pas la limite de f au point zy. Dong, il existe
e > 0 tel que pour tout 6 > 0, il existe z € D tel que 0 < |z — xo| < 6 et |f(z) — L| > e.
En prenant § = %, ot n € N, on obtient un nombre a, € D tel que 0 < |a, — zo| < % et
|f(a,) — L| > e. Ces nombres forment une suite (a,)52, telle que

a, €D et a,# x9 pourtout n € N,

1
la, — x| < — pour tout n € N, (4.1)

et
|f(an,) — L| > ¢ pour tout n € N. (4.2)

L’inégalité (4.1) montre que lim,, . a, = zo (Exercice (2.14)), mais I'inégalité 4.2 montre
que (f(an))>2, ne converge pas vers L, contredisant I’hypothése. On a donc lim, ., f(z) =
L. ]

Cette relation est utile pour démontrer certains théoréemes sur les limites de fonctions a
partir de résultats déja établis sur les suites, sans utiliser directement la définition avec ¢
et 0. Par exemple, on peut facilement obtenir le prochain théoréme & partir du théoréme
analogue sur les suites (Théoréme 2.12).

Théoréme 4.5. Soient f : D — R et g: D — R deuz fonctions de domaine commun D et
xo € D tels que les limites
lim f(x) et lim g(x)

T—rT0 T—rT0

existent.
(a) On a
i (7(0) + 9(0) = (Jim 7)) + (Jim g(0)).
(b) Pour tout ¢ € R, on a
lim cf(z) = ¢ lim f(z).

T—T0 T—rT0
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(c) On a
i (e)g(o) = (Jim 1(0)) (1 o(0)).
(d) Sig(x)#0 pour tout x € D et lim,_,,, g(z) # 0, alors

lim flx)  limg ., f(2)

T—=2x0 g(x) B hmw—mo g(x)

Démonstration. Montrons (a). On utilise le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.4).
Soit (a,)22, une suite qui converge vers x telle que a, € D et a, # xy pour tout n € N.
Soit L = lim, ., f(z) et M = lim,_,,, g(z). Le critére séquentiel de la limite implique que
lim,, o f(a,) = L et lim, o g(a,) = M. Par le Théoréme 2.12(a), on a lim,, .. (f(a,) +
g(a,)) = L+ M. 1l s’ensuit par une autre application du critére séquentiel de la limite que
lim, . (f(2) + g(z)) = L+ M.

Les démonstrations de (b), (c) et (d) sont similaires (Exercice (4.4)). O

De méme, le critére séquentiel de la limite et le théoréme du sandwich pour les suites
(Théoréme 2.6) impliquent directement le prochain résultat.

Théoréme 4.6 (Théoréme du sandwich). Soient f,g,h : D — R des fonctions et g € D
tels que
f(x) <g(x) < h(z) pourtout x € D,z # xg

et
:ch—gclo flz)=L= Ili_)rg() h(zx).
Alors,
Ili_)rgo g(x) = L.
Démonstration. Exercice (4.10). O

Exemple 4.7. Montrer que
lim z° sin(1) = 0.
z—0 z
Solution. On a —1 < sin(y) < 1 pour tout y € R (voir la Section 4.5 pour plus de détails
sur les fonctions trigonométriques), donc
—z? < 2%sin(l) <a2?  pour tout z € (—o0,0) U (0,00).
On a lim,_,o x*> = 0 par 'Exemple 4.3, et aussi lim,_,o —2* = 0 par le Théoréme 4.5(b). Par
le théoréme du sandwich (Théoréme 4.6), on a lim, o z%sin() = 0. O

T
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4.3 Continuité

La prochaine définition est une des plus importantes en mathématiques.

Définition 4.8. Soit f : D — R une fonction et zy € D. La fonction f est continue au
point xy si pour tout € > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tout = € D satisfaisant
|z —x0| < d,ona|f(x)—f(xo)| < e. Sinon, f est discontinue au point x,. Si f est continue
en tout point de D, on dit que f est continue, et si non, on dit que f est discontinue.

La continuité est intimement liée & la notion de limite.

Proposition 4.9. Une fonction f: D — R est continue au point xqg € D si et seulement si

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0

Démonstration. Dans la Définition 4.8, la seule différence avec la définition de la limite
lim, ., f(x) = f(xo) est qu'on ne requiert pas que 0 < |z — x|, c’est-a-dire que = # .
Mais si z = xy, alors |f(z) — f(z0)| = 0 < €, donc les énoncés sont équivalents. O

Exemple 4.10. L’Exemple 4.2 montre que la fonction f : R — R, f(z) = = est continue.
L’Exemple 4.3 montre que la fonction f: R — R, f(z) = 2* est continue.

Exemple 4.11. Montrer que la fonction signe

-1 siz <0
sgn: R— R, sgn(z)=<¢0 siz=0
1 siz>0

est discontinue.

Solution. Montrons que sgn est discontinue au point z = 0. Il faut montrer qu’il existe € > 0
tel que pour tout § > 0, il existe z € R tel que |z — 0] < ¢ et |sgn(z) — sgn(0)| > e. Soit

e = 1 etsoit § > 0. En prenant x = $, on a que |z — 0] = § < § et |sgn(z) — sgn(0)| =

1—-0/=1>ce. O
La Proposition 4.9 et le Théoréme 4.5 impliquent immédiatement le prochain théoréme.
Théoréme 4.12. Soient f,g : D — R des fonctions de domaine commun D qui sont
continues au point xq € D. Alors,
(a) f+ g est continue au point x,
(b) pour tout c € R, cf est continue au point xg,
(c) fg est continue au point o, et

(d) sig(x) # 0 pour tout x € D, alors f/g est continue au point x. O

Exemple 4.13. Montrer que toute fonction rationnelle

_r@)
S =22,

est continue sur son domaine D = {x € R : ¢(x) # 0}.

ol p et g sont des polynomes et g # 0
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Solution. On a vu dans I’'Exemple 4.10 que la fonction f(z) = x est continue. En appliquant
la partie (¢) du Théoréme 4.12 avec f et g = f, on obtient que z? est continue. En continuant
de la sorte, on a que x™ est continue pour tout n € N. En appliquant (a) et (b), on a que
tout polynéme p(z) = ag + a1 + - - - + a,2", ou a; € R, est continue. Finalement, par (d),
toute fonction rationnelle est continue sur son domaine. O]

Par exemple, la fonction

flo) =

est continue sur D ={z € R:z # +1} = (—o0,—1) U (—1,1) U (1, c0).
Une légére modification de la démonstration du critére séquentiel de la limite (Théoréme
4.4) donne le prochain théoréme.

Théoréme 4.14 (Critére séquentiel de la continuité). Soit f : D — R une fonction et
xo € D. Alors f est continue au point xy si et seulement si pour toute suite (a,)3; telle que
a, € D pour tout n € N et lim,,_,o0 a, = xo, on a lim,_, f(a,) = f(zo). O

Remarque 4.15. Contrairement au critére séquentiel de la limite, on n’a pas besoin d’im-
poser que a, # o pour tout n € N.

Exemple 4.16. Soit
1 sizeQ

JiR—R, f(x):{() six ¢ Q.

Montrer que f est discontinue en tout point.

Solution. Soit o € R. Supposons d’abord que zy € Q. Par la densité des nombres irra-
tionnels, il existe une suite (a,)°2; telle que a,, ¢ Q pour tout n € N et lim,, o a, = o
(Corollaire 2.34). On a alors lim,, ., f(a,) = lim, ,,,0 = 0 # f(zo) = 1. Par le critére
séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14), f n’est pas continue en . De méme, si z¢ ¢ Q,
alors il existe une suite (b,)22; telle que b, € Q pour tout n € N et lim,,_,o, b, = 2 (Corol-
laire 2.34). On a lim,, o f(b,) = lim, ,oo 1 =1 # f(x9) = 0, donc f n’est pas continue en
Zg. ]

Remarque 4.17. Il est possible de construire une fonction f : R — R qui est continue
en tout point irrationnel et discontinue en tout point rationnel. Elle est définie en posant
f(x) = 0 si x est irrationnel et f(z) = ¢ siz = $ ot a € Z et b € N sont relativement
premiers. Nous ne couvrons pas cette fonction dans ce cours, mais ’étudiante ou I’'étudiant

intéressé peut consulter [3, p. 103].

Tout comme le critére séquentiel de la continuité, le critére séquentiel de la limite est trés
utile pour simplifier les démonstrations. Par exemple :

Théoréme 4.18. Soient f : D — R et g: E — R des fonctions telles que f(x) € E pour
tout x € D, et soit

gof:D—R
z— g(f(x))
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leur composition. Si f est continue au point xo € D et g est continue au point f(xg) € F,
alors go f est continue au point xy. En particulier, si f et g sont continues, alors go f [’est
aussi.

Démonstration. On utilise le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14). Soit (a,)2
une suite telle que a,, € D pour tout n € N et lim,,_, a, = xg. Puisque f est continue en x,
on a lim, ., f(a,) = f(xy). Puisque g est continue en f(xg), le critére séquentiel appliqué a
la suite (f(a,))2; montre que lim,, o g(f(a,)) = g(f(xg)), c’est-a-dire lim,, (g0 f)(a,) =
(g o f)(xg). Par le critére séquentiel de la continuité, g o f est continue en xq. O

Exemple 4.19. La fonction g(z) = \/z est continue sur [0, co) (Exercice (4.3)) et la fonction
f(xz) =1+ 22 est continue sur R (Exemple 4.13). Puisque f(z) € [0, 00) pour tout z € R, le
Théoréme 4.18 montre que la fonction g(f(z)) = v/1 + 22 est continue.

Définition 4.20. Soit f : D — R une fonction. L’¢mage de f est ’ensemble
J(D) = {f(z) : z € D}.

On dit que la fonction est bornée si l'ensemble f(D) est borné, c’est-a-dire, s'il existe
m, M € R tels que
m < f(xr) < M pour tout z € D.

Notons que f est bornée si et seulement si il existe B > 0 tel que |f(x)| < B pour tout
x € D (voir la démonstration du Lemme 2.11).

Théoréme 4.21. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f
est bornée.

Démonstration. Supposons, au contraire, que f n’est pas bornée. Alors, pour tout n € N, il
existe a, € [a,b] tel que |f(a,)| > n. Puisque a < a,, < b pour tout n € N, la suite (a,)>2,
est bornée. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.25), il existe une sous-suite
(an, )72, telle que

lim a,, =L
k—ro0

existe. Puisque a < a,, < b pour tout n € N, on a a < L < b (Proposition 2.15), c’est-a-dire
L € [a,b]. Puisque f est continue en L, on a limg_,o f(an,) = f(L) (Théoréme 4.14). On
obtient une contradiction car |f(a,,)| > nx > k pour tout k € N, donc la suite (f(an,))s2,
n’est pas bornée et donc ne peut converger. O

Définition 4.22. Soit f : D — R une fonction. On dit que f atteint un mazximum si
son image f(D) a un maximum, c’est-a-dire, s'il existe xp.x € D tel que f(z) < f(Zmax)
pour tout z € D. De méme, on dit que f atteint un minimum si f(D) a un minimum,
c’est-a-dire, s’il existe Ty, € D tel que f(xmm) < f(z) pour tout z € D.

Les deux prochains résultats sont parmi les propriétés les plus importantes des fonctions
continues. Nous allons les utiliser a maintes reprises dans les prochains chapitres.

Théoréme 4.23 (Théoréme des valeurs extrémes). Soit f : [a,b] — R une fonction continue
sur un segment [a,b]. Alors, f atteint un minimum et un mazimum.
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Démonstration. Par le Théoréme 4.21, 'ensemble E = f([a,b]) est borné. Par le principe
de complétude, inf(E) et sup(F) existent. On doit montrer que inf(E) € E et sup(F) € E.
Soit M = sup(E). Montrons que M € E. Pour tout n € N, le nombre M — % n’est pas une
borne supérieure de E = f([a,b]), donc il existe x, € [a,b] tel que M — L < f(z,). Par le
théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.25), il existe une sous-suite (z,, )52 telle que
limy_s00 T, = L existe. Puisque a < x,, < b pour tout k, on a aussi a < L < b (Proposition
2.15). Par la continuité de f et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14), on a

limy o0 f(2p,) = f(L). On a
1

M — — < f(z,,) <sup(F) = M,
N
pour tout k£ € N, donc f(L) = M par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.6). I1 s’ensuit
que M € f([a,b]) = E. La démonstration que inf(E) € FE est similaire et est laissée en
exercice (Exercice (4.11)). O

Exemple 4.24. 1l est important que la fonction f soit continue sur un segment [a,b], et

non un intervalle ouvert (a, b) ou semi-ouvert comme (a, b] ou [a, b). Par exemple, la fonction

f:(0,1) = R, f(z) =1 est continue, mais n’atteint ni de maximum ni de minimum.

Théoréme 4.25 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur un segment [a,b] telle que f(a) # f(b), et soit y un nombre compris entre f(a)
et f(b). Alors, il existe ¢ € (a,b) tel que f(c) =y.

Démonstration. Montrons le cas ot f(a) <y < f(b) (le cas ou f(b) <y < f(a) est similaire).
Soit £ = {x € [a,b] : f(z) < y}. Alors, FE est non vide (car a € F) et borné (par a et b),
donc sup(FE) existe. Soit ¢ := sup(FE). Montrons que f(c¢) = y. Puisque a < z < b pour tout
x € E,;onaa<c<b, cest-a-dire ¢ € [a,b]. Pour tout n € N, ¢ — % n’est pas une borne
supérieure de F, donc il existe x,, € E tel que ¢ — % < x, < c. Par le théoréeme du sandwich
(Théoréme 2.6), on a lim,, ,,, x, = c. Par la continuité de f en c et le critére séquentiel de
la continuité (Théoréme 4.14), on a f(c) = lim,_, f(z,). Puisque f(x,) < y pour tout n,
on a f(c) <y (Proposition 2.15). Comme f(b) > y, on a ¢ # b, et donc ¢ < b. Soit (b,)>2,
une suite telle que ¢ < b, < b pour tout n € N et ¢ = lim,,_,, b,,. Puisque ¢ est une borne
supérieure de E, on a b, ¢ E pour tout n € N, et donc f(b,) > y pour tout n € N. Par
conséquent, f(c) = lim, oo f(bn) > y. On a donc f(c) > y et f(c) <y, ce qui implique que

fle)=y. 0
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Exemple 4.26. Montrer que le polynoéme z° + 2x + 1 a une racine dans 'intervalle (—1,0).

Solution. Soit
f:[-1,0) — R, f(z)=2"+22+1.

La fonction f est continue car tout polynéme est continu (Exemple 4.13). On a f(—1) =
—1—-24+1= —-2et f(0) = 1, donc f(—1) < 0 < f(0). Par le théoréme des valeurs
intermédiaires (Théoréme 4.25), il existe ¢ € (—1,0) tel que f(c) = 0. O

Proposition 4.27. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors,
f([a,b]) est un segment.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.23), 'ensemble f([a, b))
a un minimum m = f(xy,) et un maximum M = f(Znax). Montrons que f([a,b]) = [m, M].
On a f([a,b]) C [m, M] car m = f(xmin) < f(z) < f(Xmax) = M pour tout = € [a,b]. Pour
montrer que [m, M] C f([a,b]), soit y € [m, M]. Si y =m alors y = f(Tmm) € f([a,b]), et si
y =M alors y = f(Zmax) € f([a,b]). On peut donc supposer que m < y < M, c’est-a-dire
f(Zmin) < Y < f(ZTmax). Par le théoréme des valeurs intermédiaires (Théoréme 4.25), il existe
¢ entre Tpmin €t Tmayx tel que f(c) = y. Donc y € f([a, b)). ]

4.4 Continuité uniforme

Soit f : D — R une fonction continue. Par définition, pour chaque z¢o € D et € > 0, il
existe 0 > 0 tel que |f(z) — f(xg)| < € pour tout z € D satisfaisant |x — x| < 0. Notez
que, a priori, le nombre § peut dépendre a la fois de € et de . Par exemple, dans I’'Exemple

13

4.3 avec f(xz) = 2%, on a pris § = min(1, 1+2—\xo\) Il est parfois utile de pouvoir choisir un §

uniformément, indépendamment du point xy, c’est-a-dire :

Définition 4.28. Une fonction f : D — R est uniformément continue si pour tout
e > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tous z,y € D satisfaisant |z — y| < d, on a

[f(z) = f(y)] <e.

Il est clair qu’une fonction uniformément continue est continue.

Exemple 4.29. Montrons que la fonction f : R — R, f(x) = z* n’est pas uniformément
continue. Intuitivement, cela correspond au fait que f croit de plus en plus vite quand x — oo,
et donc plus = est grand, plus il faut choisir un petit . Pour le démontrer, supposons, au
contraire, que f est uniformément continue. En posant ¢ = 1, il existe § > 0 tel que si
v —y| < 6, alors |22 —y?| < 1. Pour tout x € Ret y =2+ $, onalz—yl = $ <4,
et donc |22 — y?| < 1. Puisque |22 — 4?| = |z — y[|lz + y| = |2z + §|, ceci implique que
g|2x + g| < 1 pour tout x € R. On obtient une contradiction en prenant, par exemple,

_1 5 81 < 89, — §0
=3, car 3|2z + §| > 52x = 0w = 1.

La prochaine définition donne un critére important pour démontrer qu’une fonction est
uniformément continue.

Définition 4.30. Une fonction f : D — R est lipschitzienne s’il existe une constante
¢ > 0 telle que
(@) = f(y)] < clz —y| pour tous 2,y € D.
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Proposition 4.31. Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. Soit f : D — R une fonction lipschitzienne de constante ¢ > 0. Soit £ > 0.
Posons ¢ = £. Alors, pour tous z,y € D tels que |z —y| < 0, on a |f(z) — f(y)| < clz —y| <
cd =e. O

Dans la prochaine section, on montre que les fonctions trigonométriques sont lipschit-
zlennes.

La propriété d’étre uniformément continue dépend grandement du domaine de la fonction.
Par exemple bien que la fonction f: R — R, f(x) = 2% n’est pas uniformément continue, sa
restriction

f:00,1] — R, f(z)=2?

est uniformément continue. En effet, pour tous z,y € [0,1], on a

[f(@) = f)l = 2* —y*| = (@ + y) (@ — )l = [z +ylle =yl < (2] + yD)]z — y| < 2z —y]
donc f :[0,1] — R est lipschitzienne. Plus généralement :

Proposition 4.32. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f
est uniformément continue.

Démonstration. Supposons, au contraire, que f n’est pas uniformément continue. Alors, il

existe ¢ > 0 tel que pour tout 6 > 0 il existe z,y € [a, ] tels que |[z—y| < det |f(x)—f(y)| > €.

En prenant § = 1 ot n € N, on obtient deux suites (2,)22; et (y,)22, dans [a,b] telles que

|2 —yn| < L et |f(z,)—f(yn)| > € pour tout n € N. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass

(Théoréme 2.25), il existe une sous-suite (z,, )32, telle que limy_,o x,, = L existe. Puisque
1

Ty, = Yni| < 5n < = pour tout k € N, la suite (yy, )72, converge aussi vers L (Exercice

(2.14)). Par la continuité de f en L et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.14),

on alimy o f(x,,) = f(L) = limg o0 f(Yn, ). Par conséquent, limy_,oo (f(n,) — f(Yn,)) =0,
contredisant que |f(zn,) — f(¥n,)| > € pour tout k € N. [

Exemple 4.33. La fonction f : [0,1] — R, f(z) = y/x est continue (Exercice (4.3)) et
donc uniformément continue. En revanche, cette fonction n’est pas lipschitzienne (Exercice
(4.12)).

4.5 Fonctions trigonométriques

Les fonctions sin(f) et cos(f) sont définis géométriquement par les coordononnées d'un
point d’arc 6 sur le cercle unitaire :
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1 An(0)

cos(0)

Montrons que sin et cos sont des fonctions continues. Par leur définition géométrique, il

est clair que
|sin(0)] <1, |cos(f)| <1, pour tout # € R. (4.3)

De plus, est plus long que la droite de longueur sin(f), donc
sin(f) < 6 pour 6 > 0. Il s’ensuit que

|sin(0)| < |0|, pour tout f € R. (4.4)
On peut aussi déduire géométriquement les identités trigonométriques

sin(a + 3) = sin(a) cos(3) + cos(a) sin(3) (4.5)
cos(a+ ) = cos(a) cos() — sin(«) sin(3).

L’étudiante ou I'étudiant intéressé peut se convaincre de la validité de ces identités en exa-
minant la figure suivante. (Ces identités peuvent aussi étre obtenus par la formule d’Euler,
sachant que e’ = '@ +h) )
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cos(a + f3) sin(a) sin(f3)

u a+ 5 u
sin(5) cos(a) sin(3)
a
sin(a + ) 1
cos(3) sin(a) cos(f)
o ]
cos(a) cos(p)

De la, en posant a = 5% et § = xTer dans (4.5), on obtient

sin(z) = sin(%5¥) cos(%3Y) + cos(55Y) sin(*52). (4.7)

A + —
De méme, en posant a = ¥ et 3 = Y5* dans (4.5), on a

sin(y) = sin(%5Y) cos(%5¥) — cos(%5Y) sin(%5Y). (4.8)

En soustrayant (4.8) a (4.7), on a

sin(z) — sin(y) = 2sin(%5¥) cos(53Y).

Par conséquent,
[sin(z) — sin(y)]| = 2| sin(%52)|| cos(%52)] < 2/752] = [ — ).

pour tous z,y € R. Il s’ensuit que la fonction sin est lipschitzienne de constante ¢ = 1, et
donc uniformément continue (Proposition 4.31).
Une analyse similaire avec 'identité

cos(z) — cos(y) = —2sin(*F¥) sin(5Y)

montre que cos(z) est aussi lipschitzienne.
On a donc :
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Théoréme 4.34. Les fonctions trigonométriques
sin:R— R et cos:R—R

sont uniformément continues. O

Continuons de déduire quelques propriétés utiles des fonctions trigonométriques. On dé-
finit la fonction tangente
sin(6)
cos(6)’

tan(f) =
si cos(f) # 0. La figure suivante montre que

0] < [tan(f)|, pour tout —% <60 < 7.

A

LA tan(0)

~

cos(f)

tan(0)

En effet, I'aire du triangle aux sommets (0,0), (1,0), et (1,tan(f)) est =5

I’aire de la portion du disque d’arc 6 est g.
Il sera utile plus tard de connaitre les limites suivantes.

, tandis que

Exemple 4.35. Montrer que
sin(z)

lim

x—0 x

=1.

Solution. Par (4.4), on a |sin(z)| < |z| pour tout z € R, donc # < 1 pour tout = # 0.

‘ sin(x)

cos(z) ” on a

Puisque |z| < |tan(x)| =

cos(z) < sin(x)

<1, pourtout z #0tel que — 5 <z < 7.
x

Puisque cos(z) est continue, on a lim, o cos(x) = cos(0) = 1. Par le théoréme du sandwich
(Théoreme 4.6), lim, g # =1 O

Exemple 4.36. Montrer que



Solution. Puisque sin®(z) + cos?(x) =1, on a
(1 — cos(x))(1 + cos(z)) = 1 — cos?(z) = sin?(z),
donc

1 — cos(x) _ sin?(z) _ sin(z)  sin(z)
T z(1 + cos(x)) r 14 cos(z)

Puisque sin et cos sont continues, la fonction —S2Z_ est continue au point z = 0, et donc

. . .1+cos(a:)
im0 el = o0 a1 onalim, 522 10— 0. O

= 0. Puisque lim,_,q
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4.6 Exercices

(4.1) Montrer que

pour tout xy > 0 directement avec la Définition 4.1.

(4.2) Montrer que la limite

: 1
:IEILI(I)COS(J:)

n’existe pas. (Indice : utiliser le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.4).)

(4.3) Montrer que la fonction f : [0,00) — R, f(z) = y/x est continue. (Indice :
(4.4) Démontrer les parties (b), (c) et (d) du Théoréme 4.5.
(4.5) Montrer que la fonction
fiR—R, f(z) =]
est continue.

(4.6) Montrer que la fonction

x? sixz >0

1—22 six<0

fR— R, f(m):{

est discontinue.

(4.7) Montrer que la fonction

zeos(2) siz#0

JR—R f@):{o sizx=0

est continue.

(4.8) Soit f: (a,b) — R une fonction continue telle que lim,_,, f(z) = L. Montrer que la

fonction

g:(CL?b] —>R7

~Jfl@) sixze(a,b)
g(x)—{L six=">

est continue.

(4.9) Soit f : (a,b) — R une fonction sur un intervalle ouvert (a,b) et soit zo € (a,b)
tel que lim, ., f(x) = L > 0. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert (¢, d) inclus

dans (a,b) tel que xy € (¢,d) et f(z) > 0 pour tout x € (¢,d), v # x.
(4.10) Démontrer le Théoréme 4.6.
(4.11) Compléter la démonstration du Théoréme 4.23.
(4.12) Montrer que la fonction f :[0,1] — R, f(z) = /o n’est pas lipschitzienne.
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
(4.17)
(4.18)
(4.19)
(4.20)
(4.21)
(4.22)

(4.23)

Soient f :[a,b] - R et g: [b,c] — R des fonctions continues telles que f(b) = g(b).
Montrer que la fonction

f(z) siz€a,b]

h:la,c] — R, h(z)= {g(i) si € [b,c]

est continue.

Soit f,g: R — R deux fonctions continues. Montrer que
h:R—R, h(r)=max(f(z),g(z))

est continue.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu'il existe
a,b € [0,1] tels que |a — b] = % et f(a) = f(b). (Indice : Soit g : [0,3] — R,
g(z) = f(z) — f(3 + ). Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.)

Montrer que le polynéome z* — 22 + 322 — 22— 1 a une racine dans l'intervalle (1, 2).
Soit f : R — R une fonction périodique, c’est-a-dire, il existe T" > 0 tel que
f(x) = f(x 4+ T) pour tout x € R. Montrer que si f est continue, alors elle atteint
un minimum et un maximum.

Soit f : R — R une fonction périodique (voir Exercice (4.17)) et continue. Montrer
que f est uniformément continue.

Montrer que la fonction f : [1,00), f(z) = y/x est uniformément continue.

Soit & < b < cet f: (a,c) — R une fonction telle que les restriction f|qy :
(a,b] = R et flpe : [b,c) = R sont uniformément continue. Montrer que f est
uniformément continue.

Soit f :[0,1) — R une fonction continue telle que lim,_,; f(z) existe. Montrer que
f est uniformément continue.

Soient f,g: D — R deux fonctions uniformément continues. Montrer que f + g est
uniformément continue.

Montrer qu'un polyndéme de degré trois a au moins une racine.
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Chapitre 5

Dérivation

5.1 Définition de la dérivée

Intuitivement, la dérivée d’une fonction f au point xy peut étre vue comme la pente de
la droite tangente au graphe de f au point (zo, f(xq))-

Zo \

Cette définition géométrique donne une bonne intuition & ce concept, mais elle n’est
pas satisfaisante en analyse réelle, car elle n’est pas assez précise. On doit la définir plus
formellement pour établir une théorie solide et rigoureuse de la dérivée. Pour y arriver,

observons d’abord que si x est un autre point prés de xg, alors la pente de la droite passant
par (xo, f(x0)) et (z, f(x)) s’approche de la droite tangente plus z est prés de xo.
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Zo

Contrairement a la pente de la droite tangente, que nous cherchons a définir, la pente de
la droite passant par (xg, f(z0)) et (x, f(z)) peut étre calculée explicitement par une formule

simple :
f(x) — f(xo)
r—z9
Puisqu’on s’attend a ce que cette pente soit une bonne approximation de la pente de la droite

tangente quand x est prés de zg, il est naturel de définir la dérivée comme la limite de ces
pentes quand z tend vers z :

Définition 5.1. Une fonction f: D — R est différentiable au point xy € D si la limite

o @) = flw)

T—x0 Tr — IO

existe. Dans ce cas, la limite est notée f'(xg), ou %(:f;o)7 et est appelée la dérivée de f
au point xg. La fonction est différentiable si elle est différentiable en tout point xo € D.
On écrit f& = f", fB3) = " etc., si ces dérivées existent. On dit que f est infiniment
différentiable si f*) existe pour tout k € N.

Remarque 5.2. On a
lim f(x) = f(z0) — lim fxo+h) — f(iffo)‘

T—x0 xr — X h—0 h

Il est parfois utile d’exprimer la dérivée comme le coté droit.
Exemple 5.3. Montrer que toute droite
fR—R, f(x)=ax+b
est différentiable et que f'(x) = a.
Solution. Soit g € R. On a
f(@) = f(zo)  (ax +b) — (axo+b)  a(z —z)

T — X T — X T — 2o

Y
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donc

o 1) = )

T—T0 xr — xo
c’est-a-dire, f'(z9) = a. O
Exemple 5.4. Montrer que la fonction

f:R—R, f(z)=2"

est différentiable et trouver sa dérivée.

Solution. Soit g € R. On a

F@) ~ flw) _ 2} _ (z —z0)(a+0)

T — X T — Xo T — Xo
Donc
lim Jl@) = Jlwo) = lim (z + z¢) = 2y,
T—T0 €T — xo T—T0
c’est-a-~dire, f’'(zg) = 2. O

Exemple 5.5. Montrer que les fonctions trigonométriques
sin:R— R et cos:R— R
sont différentiables et que
sin’(x) = cos(x) et cos'(x) = —sin(z).
Démonstration. Soit o € R. On a

sin(x) — sin(z) sin(xg + h) — sin(xg)

lim

= lim

T—T0 xr — X h—0 h
_ lim sin(zg) cos(h) + cos(xg) sin(h) — sin(zo) (par (4.5))
h—0 h
L , cos(h) — 1 sin(h)
= Illlir(l) (sm(a:o)T + cos(xo)T
= sin(xg) - 0 + cos(xg) - 1 (Exemples 4.35 et 4.36)
= cos(xy).

Donc sin est différentiable en g et sin’(xy) = cos(xp). Un argument similaire montre que
cos'(zg) = —sin(xg) (Exercice (5.5)). O
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5.2 Propriétés de la dérivée

Proposition 5.6. Si une fonction f : D — R est différentiable au point xq € D, alors elle
est continue au point xo. En particulier, toute fonction différentiable est continue.

Démonstration. On a

donc f est continue en xy par la Proposition 4.9. O

En revanche, une fonction continue n’est pas nécessairement différentiable :

Exemple 5.7. Soit f : R — R, f(x) = |z|]. Cette fonction est continue (Exercice (4.5)).
Montrer qu’elle n’est pas différentiable au point 0.

Solution. Pour tout x # 0, on a

fx) = f(0) _ |«]

0 :?:sgn(:ﬁ).

La limite de sgn(z) au point 0 n’existe pas (voir la solution de I’Exemple 4.11), donc f n’est
pas différentiable au point 0. O

Soit f : D — R une fonction différentiable au point ¢y € D. La tangente de f au point
xg est la droite de pente f’(zq) passant par (zo, f(xg)), c’est-a-dire,

T:R—R, T(x)= f(xo)+ f(x0)(x— x0).

La propriété fondamentale de la dérivée est que cette tangente est une bonne approximation
de f pres de xg :

Théoréme 5.8. Soit f : D — R une fonction différentiable au point xo € D. Alors, il existe
une fonction € : D — R continue au point xo telle que £(zo) =0 et

f(x) = f(xo) + f(x0)(x — x0) + e(x)(x — xg),  pour tout x € D. (5.1)

Par conséquent, il existe une fonction ¢ : D — R telle que ¢ est continue en xo, @(xg) =
f/($0)7 et
f(@) = fzo) + o(2)(x = 20).

De plus, si f est continue sur D, alors € et @ le sont aussi.
Démonstration. Soit T la tangente de f au point zy et soit

{—f(i);(m) si z # x

e:D—R, e(zx)= .
0 si x = xp.

57



La fonction ¢ satisfait (5.1) et est continue au point xg si et seulement si lim,_,,, £(z) = &(zo)
(Proposition 4.9). Pour tout = # ¢, on a

flx) =T(x)  f(x)— f(xo) — f(wo)(x —w0)  f(x)— f(x0)

o o . _ !
elw) = r—x9 T — oz — f@o),
donc
i <() = /() = f'(a0) = 0 = e(a).
et € est continue en zg. On définit alors p(z) = f'(xg) + (z). O

Remarque 5.9. L’interprétation de ce théoréme est que, puisque la fonction € est continue
au point xy et que £(zg) = 0, on a que £(x) est trés petit prés de xo, et donc f(x) ~
f(xo) + f'(x0)(x — o) pres de .

En plus de donner une intuition géométrique de la dérivée, le précédent théoréeme est
utile pour de nombreuses démonstrations. Entre autres :

Théoréme 5.10 (Théoréme de dérivation des fonctions composées). Soient f : D — R et
g : E — R des fonctions telles que f(x) € E pour tout x € D. Si [ est différentiable en
et g est différentiable en f(xq), alors la composition go f: D — R est différentiable en xq,
et

(go f)/(xo) = 9/<f($0>>f/($0)-

Démonstration. Grace au Théoréme 5.8, on peut écrire f(z) = f(xo) + ¢(x)(z — z9), ou
¢ : D — R est continue en zq et p(rg) = f'(x0). De méme, soit yo = f(xg), on a g(y) =
9(o) + ¥ (y)(y — yo), ot ¢ : E — R est continue en yq et ¥ (yo) = ¢'(yo). Il s’ensuit que

9(f(x)) = 9(yo) + ¥ (f (x))(f () = vo)
9(f (o)) +o(f(2))(f(x) = f(20))
9(f (o)) + ¥ (f (@) () (2 — 20),

et donc
9(f(z)) — g(f(x0))

r — 2o

= ¢(f(2))p(x)

pour tout z € D. Puisqu'une composition et un produit de fonctions continues sont continues
(théorémes 4.18 et 4.12), on a que ¥ (f(x))p(x) est continue en z,. Par conséquent,

o 9 (@) = g (a0)) _

T—rT0 xr — ,ZUO T—rT0

|
=
=
—
—
&
5
&

I

Y(f(x0))p(w0) = ¢'(f(20)) [ (w0). O

Théoréme 5.11. Soient f,g: D — R des fonctions différentiables en z.

(a) f+ g est différentiable en xq et (f + g)'(z0) = f'(x0) + ¢'(z0).
(b) Pour tout ¢ € R, cf est différentiable en xq et (cf) (xo) = cf'(xo).
(c) fg est différentiable en xq, et

(f9) (20) = f'(20)g(x0) + f(20)g' (20).
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(d) Sig(x) # 0 pour tout x € D, alors § est différentiable en x( et

f'(z0)g(w0) — f(x0)g' (o)
9(x0)? .

(2)(x0) =

Démonstration. On utilise le Théoréme 5.8, de maniére similaire & la démonstration du
Théoréme 5.10. La démonstration est laissée en exercice (Exercice (5.2)). O

Exemple 5.12. La fonction

1 .
= 0
FiR—R, f(z)= {“OS(w) sle#
0 stz =0
est continue (Exercice (4.7)). Calculer sa dérivée pour = # 0 et montrer qu’elle n’est pas
différentiable en z = 0.

Solution. Pour x # 0, on utilise, d’'une part, la régle du produit (Théoréme 5.11(c)) avec
x et cos(%), et d’autre part le théoréme de dérivation des fonctions composées (Théoréme
5.10) pour cos(+). On obtient,

|

Fa) = & (acos(d))
= (o) eostt) 4o (o contd)
~ v o (st (1))
— oty e (o (<))

= cos(1) + Lsin(1).
Ce calcul n’est pas valide pour z = 0. On a

i P = g s,

et cette limite n’existe pas (Exercice (4.2)). Par conséquent, f n’est pas différentiable en
r=0. [

5.3 Théoréme des accroissements finis

Le prochain résultat est un des fondements du calcul différentiel : la dérivée permet de
localiser les points extrémes d’une fonction.

Théoréme 5.13 (Théoréme de Fermat). Soit f : (a,b) — R une fonction atteignant un
minimum ou un mazimum & un point xo € (a,b). Si f est différentiable en o, alors f'(xg) =

0.
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Démonstration. Démontrons le cas ol xy est un maximum ; le cas ol g est un minimum est
démontré de maniére semblable. On doit montrer que f'(xo) = 0. Si f'(x¢) > 0, alors

o @) = flw)

T—TQ Tr — a’,’O

> 0.

Donc, soit € = f’(xg), par la définition de la limite, il existe § > 0 tel que

f(@) — f(@o)

— fl(xg)| <e= f(xg) pour tout x € (a,b) tel que 0 < |x — zo| < 0.
r — Xy

Il s’ensuit que

f(@) — (o)

r — Tg

0< < 2f'(zg) pour tout x € (a,b) tel que 0 < |z — xo| < 0.

En particulier, pour tout x € (a,b) tel que g < x < x¢+ 6, on a

f(@) — (o)

r — X9

f(x) = f(z0) = (7 — x0) >0 = f(x)> f(20),

contredisant que f(xy) est un maximum de f. De méme, si f'(x¢) < 0, alors il existe 6 > 0

tel que
f(x) — f(xo)
r — I

<0 pour tout x € (a,b) tel que 0 < |z — xo| < 6.

Il s’ensuit que si x € (a,b) est tel que xg — d < x < xg, alors

) = flzo)

f() = f(zo) = (z — z0) ¥ — 7o >0 = [f(z)> f(=),

contredisant que f(z¢) est un maximum de f. Par conséquent, f’(x¢) = 0. O

Théoréme 5.14 (Théoréme de Rolle). Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que
fla) = f(b) =0. Si f est différentiable sur (a,b), alors il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que

f'(e)=0.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.23), f atteint un mini-
mum f(Zynn) et un maximum f(Zmax). Si f(Tmin) = f(Tmn) = 0, alors f est constante et
I'on peut prendre n’importe quel point ¢ € (a,b). Si non, soit f(Zmim) < 0, ou f(Zmax) > 0.
Si f(xmin) < 0, alors zy, € (a,b) et donc f'(zmin) = 0 par le théoréme de Fermat (Théo-
réme 5.13). Dans ce cas, on peut donc prendre ¢ = Zy,. De méme, si f(Zmax) > 0, on a
Tmax € (a,0) et f'(xmax) = 0, donc on prend ¢ = xpax. O

Le prochain théoréme est un outil indispensable de ’analyse réelle.

Théoréme 5.15 (Théoréme des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur |a,b] et différentiable sur (a,b). Alors, il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que

Fo =101
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Démonstration. Soit L : R — R la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(b)), c’est-a-dire

b) — f(a
pe) = O T oy s )
—a
La fonction g(x) = f(x)— L(x) satisfait alors les hypothéses du théoréme de Rolle (Théoréme
5.14), donc il existe ¢ € (a,b) tel que ¢'(c) = 0. Puisque L'(z) = W, on a ¢'(c) =
F(c) — f(bgff(a) —0. O

Exemple 5.16. Dans I'Exemple 4.26, on a montré que le polynéme x® + 2z 4 1 a une racine
dans U'intervalle (—1,0). Montrer que cette racine est unique.

Solution. Soit f : [-1,0] — R, f(z) = x° + 2z + 1. Supposons qu'il existe deux nombres

a,b € (—1,0) tels que a < bet f(a) =0et f(b) = 0. Par le théoréme des accroissements finis
(Théoréme 5.15), il existe ¢ € (a,b) tel que f'(c) = LU=ID — 0. Mais f/(z) = 52* +2 > 2
pour tout x, donc f’ n’a pas de racine, contredisant que f’(c) = 0. Par conséquent, la racine

est unique. n
Montrons deux applications du théoréme des accroissements finis.

Théoréme 5.17. Si f : [a,b] — R est différentiable et f': [a,b] — R est bornée, alors f est
lipschitzienne (Définition 4.30).

Démonstration. Soit M > 0 tel que |f'(x)] < M pour tout = € [a,b]. Soit z,y € [a,b] tels
que x < y. Alors f est différentiable sur [x,y], donc, par théoréme des accroissements finis

(Théoreme 5.15), il existe ¢ € (z,y) tel que f'(c) = % Il s’ensuit que |f(x) — f(y)| =

[F()lle =yl < Mz —yl. 0
Exemple 5.18. Montrer que la fonction f: [0, 3] = R, f(z) = @ est lipschitzienne.
Solution. On a f'(x) = —%. La fonction —% est continue sur [0, ], et donc bornée

(Théoréme 4.21). Par le Théoréme 5.17, f est lipschitzienne. ]

Définition 5.19. Une fonction f : D — R est croissante si f(z) < f(y) pour tous z < y,
strictement croissante si f(x) < f(y) pour tous z < y, décroissante si f(zx) > f(y)
pour tous x < y, et strictement décroissante si f(x) > f(y) pour tous x < y.

Théoréme 5.20. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur |a,b] et différentiable sur
(a,b).

A%

0 pour tout x € (a,b), alors [ est croissante.

(z) (a,b)
(x) > 0 pour tout x € (a,b), alors [ est strictement croissante.
Si f'(x) <0 pour tout x € (a,b), alors f est décroissante.
(x) (a,b), alors f est strictement décroissante.
(x) (a,b)

, alors f est constante.
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Démonstration. Montrons (1) ; les autres parties sont laissées en exercice (Exercice (5.4)).
Soient x,y € [a,b] tels que x < y. Par le théoréme des accroissements finis (Théoréme 5.15)
appliqué a la restriction de f sur [z,y], il existe ¢ € (z,y) tel que f'(c) = %ﬁ:m Puisque

y—x>00ct f(c) >0, ona f(y)~ f(2) = f(c)(y —2) > 0, donc f(z) < f(y). =

Le théoréme des accroissements finis est aussi utile pour obtenir des approximations de
fonctions.

Exemple 5.21. Soit la fonction
f:00,3] — R, f(x) = sin(z).

Pour tout = € (0, 7], le théoréme des accroissements finis (Théoréme 5.15) appliqué a [0, x]
donne un point ¢ € (0, z) tel que
f(z) = f(0) _ sin(z)

P = f'(c) =cosc < 1.

On retrouve donc l'inégalité

sinz <z pour tout 0 <z < 7.

Soit g(x) =1 — ‘%2 — cos(z), pour x € [0, 7]. Par le théoréme des accroissements finis, pour
tout = € (0, %], on a un point c € (0,x) tel que

9(32 - g(o) _1-9 ; cos(z) _ g(c) = sin(c) — ¢ < 0.

Donc )

x

1—5 < cos(z), pour tout 0 <z < 7.
Maintenant, soit h(x) = sin(x) — = + ‘”7:’. Par le théoréme des accroissements finis, on a un
point ¢ € (0,z) tel que

h(z) — h(0)  sin(z) —a+ = 2
<:2_0( ) _ in(e) xx 8 = h'(c) :cos(c)—1+% > 0.
Il s’ensuit que
3
T — % <sin(x) <z, pour tout z € (0, 7.
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5.4 Exercices

(5.1)
(5.2)
(5.3)

(5.4)
(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)
(5.9)

(5.10)
(5.11)
(5.12)

(5.13)

(5.14)
(5.15)

Montrer que tout polynome est différentiable et trouver sa dérivée.
Démontrer le Théoréme 5.11.

Montrer que la fonction

?sin(l)  siz#0

JR—R, f(x):{o siz=0

est différentiable sur R et trouver f’.
Compléter la démonstration du Théoréme 5.20.

Montrer que la fonction cos est différentiable et que cos’(z) = —sin(z) pour tout
r e R.

Soient f et g des fonctions différentiables sur (a,b) telles que f(z) < g(z) pour
tout © € (a,b). Soit zy € (a,b) un point tel que f(zy) = g(zo). Montrer que
f'(@o) = g' (o).

Soit f : R — R une fonction périodique, c’est-a-dire, il existe T' > 0 tel que f(z) =
f(x + T) pour tout = € R (Exercice (4.17)). Montrer que si f est différentiable,
alors f’ est aussi périodique. [Indice : Utiliser le théoréme de dérivation des fonctions
composées. |

Soit g : R — R une fonction continue au point x = 0. Montrer que la fonction
f(z) = zg(z) est différentiable au point x = 0.

Soient f et g des fonctions différentiables sur [a, b] telles que f'(x) = ¢'(z) pour
tout x € (a,b). Montrer que g(z) = f(z) + ¢ pour une constante ¢ € R.

3 _ 2% a exactement une racine réelle.

Montrer que le polynéme 1 — 2z — z
Montrer qu’il existe un unique nombre réel x tel que cos(z) = 2.

Soit f : (a,b) — R une fonction telle que f’, f”, et f” existent. Montrer que si f a
quatre racines distinctes, alors f” a au moins une racine.

Montrer que la fonction

a?sin(L)  sixz#0

f:[-1,1] — R, f(w):{o G0

est lipschitzienne.
Montrer que 1 — "; < cos(z) <1-— % + % pour tout = € (0, 7].

Montrer que la fonction

22 sizeqQ

fR— R, f(x):{o sizdQ

est différentiable au point x = 0, et n’est pas différentiable en tout autre point.
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Chapitre 6

Intégration

Le but de ce chapitre est de définir 'intégrale

/abf(a:)dx

d’une fonction f : [a,b] — R et de démontrer certaines propriétés. Entre autres, on démon-
trera le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral, reliant les notions d’intégra-
tion et de différentiation et permetant de calculer des intégrales avec la formule

b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a).

6.1 Définition de l'intégrale

Définition 6.1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée (Définition 4.20). Une partition du
segment [a, b] est un ensemble fini P = {xg, 21, x9,...,2,}, Ol

A=< T <Xy <<z, =0
Pour chaque 7 = 1,...,n, on note

M;(f,P) =sup{f(z) : 2z € [x;_1, 2]}
m;(f, P) = inf{f(z) : © € [x;_1, 2]}

La somme de Riemann supérieure est
n
S(f.P) = Mi(f. P)(x; — xi_1)
i=1
et la somme de Riemman inférieure est

S(f, P) = Zmi(ﬁ P)(xi — i)
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Puisque m;(f, P) < M;(f, P) pour tout i, on a
S(f,P) < S(f,P).
On dit qu’une partition @) est un raffinement de P si P C Q.

Proposition 6.2. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, soit P une partition de [a,b], et
soit Q@ un raffinement de P. Alors,

S(f,P)<S5(f,Q) et S(f,Q) <S(f P).

Démonstration. Chaque intervalle [z;_1,x;] de P est subdivisé par @) en sous-intervalles
[t trga], [Erens traal, - (o, i,
ou ;1 =1t <---<t;=uwz; Donc, pour chaque j tel que k+1 <5 <[, on a
m;(f, P) =nf{f(z) 1 x € [v;r,zi]} < If{f(t) 1t € [t;—1, 4]} = m;(f, Q).

Par conséquent,

j=k+1
I
= > maldP)(t o)
j=k+1
I
< 3 my (£ Qs — ).
j=k+1

En sommant sur chaque intervalle de P, on a alors S(f, P) < S(f, Q). Un argument similaire
montre que S(f,Q) < S(f, P). O

Proposition 6.3. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et soient P et Q) deux partitions
de [a,b]. On a B
S(f, P) < S(f,Q).

Démonstration. La partition R = P U Q) est un raffinement commun de P et (), donc par la
Proposition 6.2, on a

S(f,P) < S(f,R) < S(f,R) < 5(f,Q). .
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, soit
A ={S(f,P) : P est une partition de [a, b]} (6.1)
I’ensemble de toutes les sommes de Riemann inférieures de f, et soit

B = {S(f, P) : P est une partition de [a, b]} (6.2)
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I’ensemble de toutes les sommes de Riemann supérieures de f. La Proposition 6.3 implique
que a < b pour tout a € A et b € B. En particulier, A est borné supérieurement, B est borné
inférieurement, et sup(A) < inf(B) (Proposition 1.12). Autrement dit, on peut définir

S(f) =sup{S(f, P) : P est une partition de [a, b]}

S(f) == 1inf{S(f, P) : P est une partition de [a,b]}.

et on a _
S(f) < S(f)-

Définition 6.4. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable si
S(f) = S(f)-

Dans ce cas, on note cette valeur commune par

/abf(:lr)d:v
/ba f(z)dz = —/abf(x)dx

/ f(z)dz =0, pour tout ¢ € [a,b].

On définit aussi

Exemple 6.5. Montrer que la fonction constante

f:[a’b]—>Rv f(:L‘):

/f (b a).

Solution. Soit P = {xo,z1,...,x,} une partition de [a,b]. On a

M;(f, P) =sup{f(z):z € [zi-1, 2]} = ¢

est intégrable et que

et
m;(f, P) =inf{f(z) 1z € [z;_1,2)]} = ¢

pour tout 7. Donc

?(f,P):Z (fP _szl ZC Ti — Ti—q —C(b—a)

1=1

et

=Y mi(f,P) = c(b—a).
i=1
Il s’ensuit que S(f) = c¢(b — a) = S(f), donc f est intégrable et fab fz)dz = ¢(b — a). O
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Exemple 6.6. Montrer que pour tous a,b € R tels que a < b, la fonction

1 sizeQ
fola, bl — R, f(x) = .
0 sizégQ.
(voir Exemple 4.16) n’est pas intégrable.
Solution. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a,b]. Par la densité des nombres ra-

tionnels et irrationnels (Section 2.6), tout intervalle [x;_;, z;] contient un nombre rationnel
et irrationnel. Par conséquent, M;(f, P) = 1 et m;(f, P) = 0 pour tout ¢. Il s’ensuit que
S(f,P)=>" (zi—xi ) =b—aet S(f,P)=>",0-(x; —x,1) =0. Donc S(f) =b—a
et S(f) = 0. Puisque S(f) # S(f), la fonction f n’est pas intégrable. O

6.2 Critéres d’intégrabilité

Théoréme 6.7 (Critére de Riemann). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors, f
est intégrable si et seulement si pour tout € > 0 il existe une partition P de [a,b] telle que

g(fvp)_§<f7p)<6'

Démonstration. ( = ) Supposons que f est intégrable. Soit € > 0. Soit S = f;f(x)dx =
S(f)=S(f). Ona S —£ < S(f), et S(f) est la plus petite borne supérieure de I’ensemble
(6.1), donc S — £ n’est pas une borne supérieure (6.1). Il existe alors une partition P telle
que S — 5 < S(f, P1). De méme, S + § n’est pas une borne inférieure de I’ensemble (6.2),
donc il existe une partition P telle que S + § > S(f, Py). Soit P = P, U P,. Alors P est un

raffinement commun de P; et P,, donc par la Proposition 6.2, on a
S(f,P)=S(f,P)<S(f,P) =S(f,P)) < (S+35)—(S—35) =«

( <= ) Soit ¢ > 0. Par hypothese, il existe une partition P de [a,b] telle que S(f, P) —
S(f, P) <e. Puisque S(f,P) < S(f) et S(f,P) = S(f), on a

0<S(f)=S(f) <S(f,P)=S(f,P) <e.

On a alors 0 < S(f) — S(f) < € pour tout € > 0, et donc S(f) — S(f) = 0. O
Théoréme 6.8. Toute fonction continue sur un segment [a,b] est intégrable.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Par le Théoréme 4.21, f est bornée.
Montrons que f est intégrable par le critére de Riemann (Théoréme 6.7). Soit € > 0. Puisque
toute fonction continue sur un segment est uniformément continue (Proposition 4.32), il
existe > 0 tel que |f(x) — f(y)| < 3= pour tous z,y € [a,b] tels que |z —y| < . Soit P =
{zo,x1,...,x,} une partition de [a, b] telle que x; —x;_1 < & pour tout i. Il s’ensuit que pour
tous points et y dans un intevalle commun [x;_1, 7] de P, on a |f(x)— f(y)| < 3. Puisque
f est continue sur [z;_1, x;], le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.23) implique qu'il
existe ¢; € [zi—1,2;] tel que f(¢;) = M;(f, P) et d; € [xi—1,x;] tel que f(d;) = mi(f, P).
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Puisque ¢; et d; sont dans le segment [z;_1, x;], dont la longueur est z; — z; 1 < 4, on a que

lci — di| < 6. Ainsi, Mi(f, P) —my(f, P) = f(ci) — f(di) = |f(ci) — f(di)] < 35, et

n

S(£.P)=S(f. P) = Y_(M(f, P)=mil £, P)) (@i—i) < 3 g (wimaicr) = = (b—a) ==.

, b—a b—a
=1 =

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), f est intégrable. ]

Bien que les fonctions continues forment une grande classe de fonctions intégrables, il
n’est pas nécessaire d’étre continu pour étre intégrable :

Exemple 6.9. On a vu que la fonction

-1 six<0
f-L1] —R, f(x)=10 sizx=0
1 siz >0

est discontinue en z = 0 (Exemble 4.11). Montrons qu’elle est malgré tout intégrable en
utilisant le critére de Riemann. Soit € > 0. Soit P la partition de [—1, 1] donnée par

P={-1,-£¢ 1}

6
On a
5P = sw s | (ci- 0+ | s f@) ] G-+ | sw f@)) a-3)
ze[-1,~¢] e[~ ze[g.1]
=—1(—g+1)+25+(1-5)
5
De méme,

xG[—l,—g

—l(—E41) - 284+ (1- )

[

= 3

S(f,P) = ( inf E]f<x>> (-

(<10}
|
|
=
+
N
oE
(L}
=
=
~
Sio
|
ol
+
N
=
=
=
&
~
—
|
(e[}

Il s’ensuit que B

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), f est intégrable.

Proposition 6.10. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Si f est continue sur (a,b),
alors f est intégrable.
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Démonstration. On utilise le critére de Riemann. Soit € > 0. Soit M > 0 tel que |f(z)| < M
pour tout = € [a, b]. La fonction f est continue sur [a+ 557 g b— 557, et donc intégrable sur cet
intervalle. Il existe alors une partition @ de [a+ 57,0 — 557] telle que S(f,Q)—S(f,Q) < ¢ 5.
Soit P = {a} UQ U {b} la partition de [a, b] obtenue en ajoutant aetba@. Ona

€

S(f, P)=sup{f(z) : z € [a,a+ 8LM]}8M +5(£,Q) +sup{f(z) 1w € b= 557, b} g7
<OM 4 5(£,Q) = S +5(7,Q)

et

S(f.P) = nf{f(x) 1z € [a,a + 8MJ}— +S(,Q) +nf{f(@) w € b - 5. W g

2M8—M +5(£,Q) == =+ 5(1,Q),
donc B — ..
S(,P) = 5(/,P) S S+5(/,Q) -8 Q) < S+ =2

Par le critére de Riemann, f est intégrable sur [a, b]. O

Exemple 6.11. Montrer que la fonction

sin(X)  size (0,1]

f:0.1]—R f<x>={0 Gia=0

est intégrable.

Solution. La fonction est continue sur (0, 1] et bornée sur [0, 1] car | sin(2)| < 1 pour tout .
Elle est donc intégrable par la Proposition 6.10. O

6.3 Propriétés
Le prochain résultat montre que l'intégrale est une application linéaire.

Théoréme 6.12. Soient f,g: [a,b] — R des fonctions intégrables.
(a) La fonction f + g est intégrable et

b b b
/ (F(2)+ 9(@)de = [ fl)de + / o).

(b) Pour tout ¢ € R, la fonction cf est intégrable et

/abcf(x)dx = c/abf(x)da:

Démonstration. Exercice (6.7). O
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La proposition suivante sera utile pour le prochain théoreme.

Proposition 6.13. Soit A C R un ensemble non vide et borné. Alors,
sup{|z —y| : x,y € A} =sup A — inf A.

Démonstration. Soit E = {|z —y| : z,y € A}. Montrons que sup A — inf A est une borne
supérieure de E. Soit x,y € A. Siz >y, alors |z —y| =x—y <sup A—inf A. Six < y, alors
|z —y| = y—2x <sup A—inf A. Dans tous les cas, |x —y| < sup A —inf A, donc sup A —inf A
est une borne supérieure de F.

Montrons que sup A — inf A est la plus petite borne supérieure de E. Soit M une borne
supérieure de E. Pour tous z,y € A,onax —y < |z —y| < M, donc x < M + y. Il s’ensuit
que M + y est une borne supérieure de A, donc sup A < M + y pour tout y € A. On a alors
sup A — M < y pour tout y € A, c’est-a-dire, sup A — M est une borne inférieure pour A, et
donc sup A — M < inf A. Il s’ensuit que sup A —inf A < M. n

Théoréme 6.14. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et g : [c,d] — R une fonction
continue telle que f(x) € [c,d] pour tout x € |a,b]. Alors, la composition go f : |a,b] — R
est intégrable.

Démonstration. Montrons que le critére de Riemann (Théoréme 6.7) est satisfait. Soit € >
0. Soit M = sup{|g(z)| : = € [c,d]}. Toute fonction continue sur un segment [c,d] est
uniformément continue (Proposition 4.32), donc il existe un nombre § tel que 0 < 0 < 357 et
£
lg(z) — g(y)| < o—a) pour tous z,y € [c,d] tels que |z — y| < 0.
—a

Par l'intégrabilité de f et le critére de Riemann (Théoréme 6.7), il existe une partition
P ={xg,21,...,2,} de [a,b] telle que S(f, P) — S(f, P) < §2. Soit

B:={i: Mi(f,p) —m(f,P) > d}.
Siie Aetx,y € [x;_1,x), alors | f(x) — f(y)| < J (par la Proposition 6.13), donc |g(f(x)) —
9(fW))| < 55—~ On a alors

3

Mi(gofap)_mi(gof7p>< 2(b—a)’

pour tout 7 € A

(par la Proposition 6.13). Si i € B, alors M;(f, P) —m;(f, P) > ¢, donc
0N (@i —wim1) < Y (Mi(f, P) = ma(f, P))(wi — ;1)
i€B 1€B
< S(f.P)—S(f.P)
<6

Il s’ensuit que

Z(wl — ;1) < 0.

1€B
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On a alors

n

g(gof,P)—ﬁ(gof, )_Z( ‘(gofa )_mi(gof7p>>($i_xi*1)
—Z i(go f,P)—mi(go f,P))(x;i —zi)

€A
+Z gofa ml(gof>P))(xl_mzfl)
1€EB
5
< ( — X 1 + 2M — Ti— 1
-0 2
5
b— 2M 6
< 20 a)( a) +
<EL
29 °
Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), g o f est intégrable. O

Théoréme 6.15. Si f,g: [a,b] — R sont intégrables, alors fg: [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. On a fg = }l(f +g)% — %(f — g)%. 1l suffit donc de montrer que si f est
intégrable, alors f2 l'est aussi. Ceci découle du Théoréme 6.14 avec g(x) = 2. O

Théoréme 6.16. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et c € [a,b]. Alors, les restric-
tions flaq : la,c] = R et fliepy : [c,b] = R sont intégrables et

/abf(x)dx _ /acf(x)dx+ /be(x)dx

Démonstration. Soit € > 0. Par le critére de Riemann, il existe une partition @) de |[a, b
telle que S(f,Q) — S(f,Q) < €. En ajoutant ¢ & @, on a un raffinement P, satisfaisant

S(f,P)—S(f,P) < S(f,Q)—S(f,Q) <e. Soit P, =PnNa,c et P,=PnNlcb|], on a que
Py et P, sont des partitions de [a, b] et [b, c|, respectivement, telles que

ﬁ(fap) <f|[ac]7P1)+S(fcb P2) et g(.ﬂp):g(fha,c}apl)+§(f|[c,b}ap2)'

Il s’ensuit que

0 < (5(f It P) = S(Fli ) + (5l P2) = S(liewss P2)) = 5(f, P) = S(f,P) < ¢

donc

g(f‘[a,da Pl) §(f’ ac]apl)
§(fl[c,b]; PQ) §(f|[c b])PQ)
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Par le critére de Riemann (Théoréme 6.7), f|jaq et fli sont intégrable. De plus,

et
c b
[ sadst [ 5@hds < S(fl P+ S en, P
=S(f,P)
<S(f,P)+e
< bf(x)dx+6
C’est-a-dire,

LU@@-(Kﬂ@m+ZU@m>

Puisque € > 0 est arbitraire, on trouve

l%@mzl%@w+lvmm

Proposition 6.17. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable telle que

m < f(x) < M, pour tout x € [a,b].
Alors,
b
m(b—a) < / f(z)de < M(b—a).

En particulier, si |f(x)] < M pour tout x € [a,b], alors

lv@m

Démonstration. L’ensemble P = {a,b} est une partition de [a, b] telle que

< M(b—a).

g(faP)SM(b_a>

et
S(f,P)>m(b— a).

Puisque S(f, P) < fabf(x)da: < S(f, P) pour toute partition P, le résultat suit.
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6.4 Théoréme fondamental du calcul différentiel et inté-
gral

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Par le Théoréme 6.16, pour tout = € [a, b], la
restriction de f sur [a, z] est aussi intégrable. En particulier, on peut définir une fonction

F:lab) — R, F(z /f (6.3)

Théoréme 6.18 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral — Partie 1). Soit
[ [a,b] = R une fonction intégrable et soit F : [a,b] — R la fonction définie par (6.3). Si
f est continue en xy, alors F' est différentiable en xy et F'(xo) = f(x0).

Démonstration. On doit montrer que
F(x)— F
iy @) = Flao) _ (o). (6.4)

T—x0 r — X9

Pour tout z € [a, b] tel que x > zy, on a

Flz) - F(x) /f dt—/ F(#)dt = / f(t dt+/f dt—/ f(t)dt:/x:f(t)dt

par le Théoréme 6.16. La méme formule est valide si x < zg, car F'(z) — F(x¢) = —(F(x) —
F(x)) = — [7° f(t)dt = [ f(t)dt. Tl s’ensuit que

Flz) — Flzg) = / " F(dt,  pour tout z € [a,b]. (6.5)

Pour montrer (6.4), soit € > 0. Puisque f est continue en z, il existe § > 0 tel que si
|z — 20| < & alors | f(x) — f(xo)| < §. Pour tout x € [a,b] tel que |z — o] < J, on a

w_ﬂ%)‘: x_lxo/wf(t)dt—x_lxo xf(:vo)dt
0 (Igar (6.5) et 'Exemple 6.5)
=3 _1% /z(f(t) - f(:co))dt' (Théoréme 6.12(a))
1 xX
| U0 = s

Puisque |f(t) — f(zo)| < § pour tout ¢ € [z, z], la Proposition 6.17 implique que

) - Fao)dt] < e — ol
/ <3

Zo

On a donc

'F(w)—F(aﬁo)

r — X

— f(zo)| <

£
|z — x| 2

pour tout = € [a, b] tel que |z — x| < J. Il Sensuit que lim, ., xg), ¢’est-a-dire
F est différentiable en zq et F'(x¢) = f(xo). O
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Théoréme 6.19 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral — Partie 2). Soit
[ a,b] = R une fonction intégrable et F : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et
différentiable sur (a,b) telle que F'(x) = f(x) pour tout x € (a,b). Alors,

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Démonstration. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a,b]. Par le théoréme des ac-
croissements finis (Théoréme 5.15), il existe ¢; € [x;_1, z;] tel que

fle) =F(a) = Fla:) = F(gji—l)7

Ti — Ti-1

et donc
F(z;) — F(xi1) = f(ei)(xi — i)

Il s’ensuit que

Puisque

pour tout ¢, on a

S(f,P) < F(b) - F(a) < S(f, P). (6.6)

Puisque la partition P est arbitraire, (6.6) montre que

/bf(x)dx = sup{S(f, P) : P est une partition de [a,b]} < F(b) — F(a)

et
b
/ f(z)dx = inf{S(f, P) : P est une partition de [a,b]} > F(b) — F(a).
Ces deux inégalités impliquent que f; f(z)dx = F(b) — F(a). O

Les deux théorémes combinés montrent que toute fonction continue f : [a,b] — R est la
dérivée d’une fonction F : [a,b] — R, et que l'intégrale f:f(x)dx est égale a F'(b) — F(a).
Il s’ensuit que l'intégrale de toute fonction continue f peut étre calculée en trouvant une
fonction F' telle que F' = f.

Exemple 6.20. Calculer fow/z cos(x)dx.

Solution. On a sin’ x = cos z pour tout x, donc par la deuxiéme partie du théoréme fonda-
mental du calcul différentiel et intégral (Théoréme 6.19), on a

/2
/o cos(x)dx = sin(7/2) — sin(0) = 1. O

74



6.5 Exercices

(6.1) Soit f : [a,b] — R une fonction croissante. Soit P = {xg,z1,...,x,} la partition de
la, b] donnée par x; = a + z'b’Ta, i=0,1,2,...,n. Montrer que
— b—a
S(,P)~ S(, P) = (7(0) — fla)) 2.

Déduire que f est intégrable. De méme, montrer que toute fonction décroissante
est intégrable.

(6.2) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Montrer que sil existe une partition P de
[a,b] telle que S(f, P) = S(f, P), alors f est intégrable et f:f(x)dx = S(f,P) =
S(f, P).

(6.3) Montrer que la fonction

0 size@Q

f:10,1] — R, f(x):{x §rdQ

n’est pas intégrable. (Indice : Soit P = {xo, z1, ..., ,} une partition, ona ) . x;(x;—
wim1) = 5@ — 2§+ 301 (v — 2i1)?) > 5(25 — 7))

(6.4) Soit f : [0,1] — R une fonction intégrable et soit ¢ € R tel que ¢ # f(0). Montrer
que la fonction

c siz=0
g:[0,1] — R, g(%’)Z{f(x) G0<z<l

est intégrable.
(6.5) Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(z) > 0 pour tout = € [a,b] et
fabf(x)dx = 0. Montrer que f(x) = 0 pour tout x € [a, b].
(6.6) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée avec un nombre fini de discontinuités, c¢’est-a-
dire, il existe ¢1, ¢a, . .., ¢y € (a, ) tels que f est continue sur (a, ¢;), (¢1,¢a), (2, ¢3),
.+, (€n,b). Montrer que f est intégrable. (Indice : Utiliser la Proposition 6.10 sur

chaque intervalle [a, 1], [c1,¢2], ..., [ca,b], et appliquer le critére de Riemann sur
chaque intervalle.)

(6.7) Démontrer le Théoréme 6.12.
(6.8) Montrer que si f : [a,b] — R est intégrable, alors | f| est aussi intégrable et

/a ' Ha)de

(Indice : [f(z)| = [f(y)| < [f(z) = f(y)| pour tous z,y € [a,b] car [f(z)| = |(f(x) —
F)+fWl < 1f (@) = FWl+ 1))

< [
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(6.9) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et soit ¢ € R. Montrer que la fonction
g:latebt+d —R, g(x)=flz—0

est intégrable et que
b+c

. flx —c)dx = /ab f(z)dz.

(6.10) Trouver une fonction f : [0,1] — R telle que

f(x)* = 2/ f(t)dt +1
0
pour tout x € [0, 1].
(6.11) Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu’il existe ¢ € (a, b) tel que

b
i [ = 1)

(Indice : Combiner le théoréme des accroissements finis et le théoréme fondamental
du calcul différentiel et intégral.)

(6.12) (Intégration par parties) Soit u : [a,b] — R et v : [a,b] — R des fonctions différen-
tiables. Montrer que

b b
/ w(x)v' (z)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (z)v(x)dx.
(6.13) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Montrer que la fonction
F:la,b] — R, F(x) :/ f(z)dz

est lipschitzienne et donc uniformément continue.

(6.14) Montrer que pour tout n € Z, on a

1 [ 1 sin=0
— cos(nx)dxr = S? "
21 Jo 0 sin#0.
1 2w
Py sin(nz)dz = 0.
T Jo
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Chapitre 7

Limites de fonctions

Il y a plusieurs fagons de définir la limite d’une suite de fonctions f, : D — R. Dans
chacune de ces définitions, 1'idée est que la fonction limite f : D — R doit étre approximée de
plus en plus précisément par la fonction f,, plus n est grand. Différentes fagons de comparer
fn et f donnent différentes définitions de convergence. Dans ce chapitre, on définit deux de
ces notions de convergence, soit la convergence ponctuelle et uniforme, et on montre que la
deuxiéme notion est la plus appropriée dans de nombreuses situations.

7.1 Convergence ponctuelle et uniforme

Définition 7.1. Une suite de fonctions est une suite (f,)>2, ou f, : D — R sont des
fonctions de domaine commun D. On dit que (f,)32, converge ponctuellement vers une
fonction f: D — R si pour tout z € D la suite (f,,(x))22; converge vers f(z) au sens usuel
de la Définition 2.3, c’est-a-dire,

lim f,(z) = f(x), pour tout z € D.

Bien que cette notion de convergence soit la plus simple a énoncer, elle comporte de
nombreux problémes. Entre autres, si toutes les fonctions f,, : [a,b] — R sont continues et la
suite (f,,)> ; converge ponctuellement vers f, alors f n’est pas nécessairement continue :

Exemple 7.2. Soit f, : [0,1] = R, f,(x) = 2". Par 'Exemple 2.19, on a lim,_, f,(z) =0
si0 <z <1etlim, o fr(1) = 1. Il s’ensuit que la suite (f,)32, converge ponctuellement
vers la fonction

0 si0<z<1

fi00] >R f(x)={1 oo

qui n’est pas continue.

Un autre probléme avec la convergence ponctuelle survient lorsqu’on essaie d’interchanger
la limite avec l'intégrale. C’est-a-dire que si les fonctions f,, : [a,b] — R sont intégrables et
convergent ponctuellement, alors il n’est pas nécessairement vrai que

lim bf(:):)dx = /ab (Jg{)lo fn(x)> dx.

n—oQ a
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Le prochain exemple illustre ce probléme.

Exemple 7.3. Soit f, : [0,1] — R la fonction définie en reliant (0,0), (£,n), (,0), et (1,0)
par des droites, c’est-a-dire :

n’x &OSxS%
fo@) ={n*(2—2) sit<w<?
0 si 2 <x<1

On a lim, o fu(z) = 0 pour tout x € [0,1], car si 0 < z < 1, il existe N € N tel que
2 < g pour tout n > N, et donc f,(z) = 0 pour tout n > N. La suite (fn)n, converge

donc ponctuellement vers la fonction constante f(x) = 0. L’ 1ntegrale fo fn(z)dz est Iaire du
triangle dont les sommets sont (0,0), (,7n), et ( 0), donc fo fn(x)dz =1 pour tout n. Or,

fo r)dr = fo Odr =0 # 1 = lim,, . fo fo(z

Pour remédier a ces problémes, et bien d’autres, on définit une autre notion de conver-
gence :

Définition 7.4. Soit (f,)5; une suite de fonctions f, : D — R. On dit que (f,)%,
converge uniformément vers une fonction f : D — R si pour tout € > 0 il existe N € N

tel que pour tout = € D et tout n > N, on a |f,(z) — f(z)] <e.

On montre facilement que si la suite (f,,)5, converge uniformément vers f, alors elle
converge aussi ponctuellement vers f (Exercice (7.1)). La distinction entre les deux notions
de convergence est que pour la convergence uniforme, le nombre N € N ne dépend que de ¢,
et est indépendant de z.

Voici une premiére propriété préservée par la convergence uniforme :

Proposition 7.5. Soit ()5, une suite de fonctions bornées f, : D — R qui converge
uniformément vers une fonction f: D — R. Alors, f est bornée.

Démonstration. Par la définition de convergence uniforme appliquée a € = 1, il existe N € N
tel que |fn(x) — f(x)| < 1 pour tout = € D et tout n > N. Puisque fy est bornée, il existe
M > 0 tel que |fy(x)] < M pour tout x € D. Il s’ensuit que pour tout x € D, on a

[f(@)] = [(f(z) = fn (@) + I ()] < [f(2) = fv(@)] + [ fn(2)] <1+ M,
donc f est bornée. O

Définition 7.6. Soit f : D — R une fonction bornée. La norme sup de f est le nombre
réel

/]I = sup{[f ()] : = € D}.

Si f et g sont deux fonctions bornées, alors f — g est aussi bornée, et on peut donc
considérer || f — g||. Le nombre || f — g|| > 0 est donc une fagon de comparer f et g. C’est-a-
dire que || f — g|| = 0 si et seulement si f = g, et en général, || f — ¢|| est une mesure de la
différence entre ces deux fonctions. Le prochain résultat montre que la convergence uniforme
est la convergence provenant de cette fagon de comparer des fonctions.
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Théoréme 7.7. Soit (f,)5>, une suite de fonctions bornées f, : D — R et f: D — R une
fonction. Alors (f,)22, converge uniformément vers f si et seulement si f est bornée et

lim ||f, — f]| = 0.
n—00

Démonstration. ( =) Supposons que (f,)5°; converge uniformément vers f. Par la Pro-
position 7.5, f est bornée, et donc ||f — f,|| est défini pour tout n € N. Montrons que
lim, o0 || fn — fIl = 0. Soit € > 0. Par la définition de la convergence uniforme, il existe
N € N tel que pour tout z € D et tout n > N, on a |f,(x) — f(x)| < 5. Il s’ensuit
que ||[fn — fll = sup{|fu(z) — f(z)| : © € D} < § < e pour tout n > N, c’est-a-dire,
lim,, o0 an - fH =0.

( <= ) Supposons que f est bornée et que lim, o ||fn — f|| = 0. Soit € > 0. Par la
définition de cette limite, il existe N € N tel que ||f,, — f|| < e pour tout n > N. Il s’ensuit

que six € D et n > N, alors |f,(x) — f(z)| <sup{|fuly) — fly) :y € D} =||fu — fll <e.
On conclut alors que (f,,)7°; converge uniformément vers f. O

7.2 Propriétés de la convergence uniforme

Montrons d’abord que la convergence uniforme préserve la continuité, contrairement a la
convergence ponctuelle (Exemple 7.2).

Théoréme 7.8. Soit (f,)22, une suite de fonctions continues f, : D — R qui converge
uniformément vers une fonction f: D — R. Alors, f est continue.

Démonstration. Soit x¢o € D. Montrons que f est continue en xy. Soit € > 0. Puisque
(fn)o2, converge uniformément vers f, il existe NV € N tel que pour tout z € D et n > N on
a|f(x)—= fa(r)| < 5. Parla continuité de fx en xo, il existe § > 0 tel que | fx(2) = fn(zo)| < §
pour tout z € D tel que |x — x| < J. Il s’ensuit que si x € D et |x — | < §, alors

[f(2) = (o)l = [(f(2) = fn(2)) + (fn(2) = fn(@0)) + (fn(20) — f(20))]
) In(@)| + 1w (@) = fn(o)| + | fa (o) = f (o)l

(z
+3+§

IN

(f
f
€
<3
E.

Donc f est continue en x. ]

Exemple 7.9. La suite de fonctions f,(x) = 2™ dans ’Exemple 7.2 ne converge donc pas
uniformément, car la limite n’est pas continue.

On peut aussi montrer que la convergence uniforme est compatible avec I'intégration :

Théoréme 7.10. Soit (f,)>2, une suite de fonctions continues sur un segment [a,b] qui
converge uniformément vers une fonction f : [a,b] — R. Alors, la suite de fonctions (F,)%
définie par

F,:a,b] — R, F,( /fn
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converge uniformément vers la fonction

F:la,b)| — R, F(z):= /m f(t)dt.

tim ([ ) = [ (s o) e

Démonstration. Puisque (f,)32; converge uniformément vers f et que chaque fonction f,, est
continue, la limite f est aussi continue (Théoréme 7.8) et donc intégrable (Théoréme 6.8).
Pour tout z € [a,b], on a

En particulier,

) = ) = | [ e [ soar
= /x(fn(t) — f(t))dt’ (Théoréme 6.12(a))
< (x —a)sup{|fu(t) — f(t)| : t € [a, ]} (Proposition 6.17)
< (b—a)llfa— 1l
Par conséquent,
0<|1F—=F| <|b—allfu— [l (7.1)

Puisque (f,,)72, converge uniformément vers f, on alim,,_,« || f,—f|| = 0 (Théoréme 7.7). Par
le théoréme du sandwich (Théoréme 2.6), les inégalités (7.1) impliquent que lim, . || F,, —
F|| =0, donc (F,)22, converge uniformément vers F. O

Exemple 7.11. La suite de fonction dans I’Exemple 7.3 ne converge pas ponctuellement,
car I'intégrale de la limite n’est pas égale a la limite des intégrales.

On a aussi la compatibilité avec la dérivée :

Théoréme 7.12. Soit (f,)>2, une suite de fonctions sur un segment |a,b| qui converge
ponctuellement vers une fonction f : [a,b] — R. Supposons que chaque f, : [a,b] — R est
différentiable, que la dérivée f! : [a,b] — R est continue, et que la suite (f)32, converge
uniformément vers une fonction g : [a,b] — R. Alors, [ est différentiable et f'(z) = g(x)
pour tout x € [a,b]. En particulier,

d . . d
. nlgg() folz) = nhjEO ﬁfn(:p), pour tout x € [a,b].

Démonstration. Puisque (f!)°; est une suite de fonctions continues qui converge uniformé-
ment vers g, la suite de fonctions

F,:la,b] — R, Fn(m):/xf;(t)dt

converge uniformément vers la fonction
F:la,b) — R, F(x) :/ g(t)dt
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(Théoréme 7.10). Par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (Théoréme 6.19), on a

Fu(x) = fu(2) = fula)

pour tout n € N et x € [a, b]. Il s’ensuit que

[ ottt = lim Fae) = i (7o) — fula) = F(&) ~ ).

et donc
ﬂ@:ﬂ®+/9®% (7.2)

pour tout x € [a, b]. Puisque chaque dérivée f/ est continue et que (f/)>2; converge unifor-

mément vers g, la fonction g est continue (Théoréme 7.8). Par la premiére partie du théoréme
fondamental du calcul différential et intégral (Théoréme 6.18), la fonction G(x) = [ g(t)dt
est différentiable et G'(z) = g(z) pour tout = € [a,b]. Par (7.2), f est différentiable et
f'(x) = g(x) pour tout x € |a, b]. O

7.3 Séries de fonctions

Définition 7.13. Une série de fonctions est une expression de la forme

>t

ot (f,)22, est une suite de fonctions f,, : D — R. La suite des sommes partielles est la
suite de fonctions (s,,)°, définie par

Sp: D — R, s,(z)= ifk(a:)
k=1

On dit que la série de fonctions » -, f, converge ponctuellement vers une fonction

f D — Rsi(s,)5, converge ponctuellement vers f au sens de la Définition 7.1. De
A . s [o@] . , . 00

méme, on dit que la série )~ | f, converge uniformément vers f si (s,);>; converge

uniformément vers f au sens de la Définition 7.4.

La plupart des propriétés de la convergence uniforme des suites de fonctions se géné-
ralisent immeédiatement & la convergence uniforme des séries de fonctions. Par exemple, la
continuité d’une limite uniforme (Théoréme 7.8), la compatibilité avec I'intégrale (Théoréme
7.10), et la compatibilité avec la dérivée (Théoréme 7.12), ont des analogues pour les séries
de fonctions. On ne démontre que la premiére de ces trois propriétés, car les démonstrations
sont de simples applications des théorémes correspondants sur les suites de fonctions.

Théoréme 7.14. Soit Y | f, une série de fonctions continues qui converge uniformément
vers une fonction f. Alors, f est continue.
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Démonstration. Puisqu'une somme de fonctions continues est continue (Théoréme 4.12(a)),
les sommes partielles s,, = > ;_, f sont continues. Par la définition de la convergence uni-
forme de "7, f,, vers f, la suite (s,)52, converge uniformément vers f. Puisque chaque s,
est continue et que (s,)52, converge uniformément vers f, la fonction f est aussi continue

(Théoréme 7.8). O

Théoréme 7.15. Soit Y - | f, une série de fonctions continues f, : [a,b] — R qui converge

uniformément. Alors,
oo b p 00
Z/ fn(:t)dm:/ an(x)dx
n=1v4 @ n=1

Démonstration. Exercice (7.12). O

Théoréme 7.16. Soit >, f, une série de fonctions sur un segment [a,b] qui converge
ponctuellement vers une fonction f : [a,b] — R. Si chaque fonction f, est différentiable, la
dérivée f] est continue, ety >~ fI converge uniformément sur [a,b], alors f est différentiable

et f'=>""f, c’est-a-dire
d N d
Démonstration. Exercice (7.13). O

Le prochain résultat est un outil indispensable pour démontrer la convergence uniforme
de séries de fonctions.

Théoréme 7.17 (Critére de Weierstrass). Soit > | f,, une série de fonctions f, : D — R.
S’il existe une série convergente Y | a, (au sens du Chapitre 3) et un entier N € N tels
que

|fu(2)] <a, pourtoutx €D etn>N, (7.3)

alors Y0 | fn converge uniformément.

Démonstration. Par le test de comparaison (Théoréme 3.10), (7.3) implique que pour chaque
z € D fixe, la série > 7 | fu(x) converge en tant que série de nombres réels, c’est-a-dire au
sens de la Définition 3.1 du Chapitre 3. On peut alors définir une fonction f : D — R par

= an(a:), pour tout z € D.

Il suffit de montrer que la série de fonctions >~ f, converge uniformément vers f. Soit
e > 0. Par le critére de Cauchy (Théoréme 3.7), il existe M > N tel que

m
> a

k=n+1

€
< 3> pour tous m >n > M.
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Donc,

m m m c
Z fr(z)] < Z |fr(z)] < Z ap <5, pour tousm>n>MetzeD. (7.4)
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

Soit (s,)5%; la suite des sommes partielles de Y > | f,. Pour chaque z € D et n € N, on a

flz) = su(2) = lim ka me): dim Y fi(@). (7.5)
k=1 k=n+1

Par (7.5) et (7.4), on a

|f(z) — su(z)] < % <e¢e, pour tout x € D et tout n > M.

Il s’ensuit que (s,)5°, converge uniformément vers f. Par la définition de la converge uniforme
d’une série, Y 7, f,, converge uniformément vers f. n

Exemple 7.18. Montrer que la série

n=1
converge uniformément sur R.

Solution. On a M

= pour tout x € R et n € N. Puisque ) | =5 converge (Exemple

3.11), on conclut par le critére de Weierstrass (Théoréme 7.17) que anl SIHT(L—QI) converge
uniformément sur R. m

Exemple 7.19. Soit f : R — R la fonction définie par la série

B i cos(10"mx)
- o ,

n=1

Cette série de fonctions converge uniformément sur R par le critére de Weierstrass (Théoréme

7.17), car cos(10%m) < = et la série géométrique > °° converge (Exemple 3.2). Du plus,

on n=1 271
puisque chaque fonction f,(z) = w est continue, on a que f est continue (Théoréme
7.15). En revanche,
10™7 sin(10™
fi(z) =— WSHQIT(L mz) = —5"msin(10"7x),

et la serie Y 7 | fl(x) = 02 —5"wsin(10"7z) diverge pour tout x tel que sin(10"7x) # 0,
car —5"m sin(10"7x) ne converge pas vers 0. Le Théoréme 7.16 ne peut alors pas s’appliquer.
Il est en fait possible de montrer que f(x) est différentiable nulle part (voir, par exemple, |2,
Section 8.4.9]). Son graphe ressemble & la figure suivante :

83



0.5

7.4 Séries de puissances

Une des plus importante famille de séries de fonctions est la suivante.

Définition 7.20. Une série de puissances est une série de fonctions (Définition 7.13) de
la forme

f@) =" an(z —x0)",
n=0
ol a, € R et g € R.

Pour simplifier la notation, nous allons considérer dans cette section le cas ou xy = 0,
c’est-a-dire, les séries de puissances de la forme

o0
flz) = E anz".
n=0
On peut toujours se rammener & ce cas par une translation = — = + ( sans changer les

propriétés de convergence, de continuité, etc.

Exemple 7.21. La série géométrique est la série de puissances

Elle converge vers 1= pour tout z € (—1,1) (Exemple 3.2).

Exemple 7.22. La série exponentielle est définie par la série de puissances

o0 n

exp(z) = Z %

n=0
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La série converge pour tout z € R par le test du rapport (Théoréme 3.12), car

"/ (n 4+ 1)! x
N (GR | N T
n—00 |z /n| n—oom + 1
On a alors une fonction
exp: R — R.

Soit f(xz) = Y .7 a,xz™ une série de puissances. Notre premiére téche est d’étudier
'ensemble des points ou la série converge. Il est clair que f(z) converge en = = 0, car
f(0) =ap+ay -0+ ay-0>+ -+ = ag. Certaines séries, comme Zf:o %T,L convergent pour

tout = € R (Exemple 7.22), alors que d’autres, comme Y>>  nlz" convergent seulement pour
x =0 (Exercice (7.20)).

Lemme 7.23. Soit > >°  a,x™ une série de puissances. Si la série converge au point o,
alors elle converge absolument en tout point x tel que |x| < |xo|. Si la série diverge au point
xg, alors elle diverge en tout point x tel que |z| > |xo).

Démonstration. Soit xg tel que Y~ | a,z{ converge et soit x € R tel que |z| < |xo|. La suite
(anxy)ee, converge vers 0 (Théoréeme 3.4), et est donc bornée (Proposition 2.10). Soit M > 0
tel que |a,zf| < M pour tout n € N. On a

n n

X
SM "y :MT",

|ane”| = [antg]|

on
) 0

ou 7 = [|. Puisque |r| < 1, la série géométrique > %, Mr™ converge, donc Y 7%, |a,z"|
converge par le test de comparaison (Théoréme 3.10).

Supposons maintenant que la série diverge au point xy. Soit = € R tel que |z| > |zo|. Si la
série converge au point x, alors elle converge aussi au point xy par le précédent paragraphe,
une contradiction. Donc la série diverge au point z. O]

Théoréme 7.24. Soit > 7 a,x™ une série de puissances. Il existe R > 0 ou R = oo tel
que Y > a,x" converge absolument si |x| < R et diverge si |x| > R.

Démonstration. Soit

E={reR:r>0et Z a,r" converge}.

n=0

On a 0 € E, donc E est non vide. Supposons d’abord que E n’est pas borné supérieurement.
Montrons que E = [0,00). Il est clair que E C [0, 00). Inversement, si x € [0,00), alors, z
n’est pas une borne supérieure de F. Donc il existe € E tel que r > x. Par le Lemme 7.23,
la série converge en x, puisque qu’elle converge en r et x < r. Il s’ensuit que z € F, et donc
E =10,00). Dans ce cas, on peut prendre R = oc.

Supposons maintenant que £ est borné supérieurement. Dans ce cas, le supremum R =
sup(FE) existe. Il s’ensuit que si |z| < R, alors |z| n’est pas une borne supérieure de E, donc
il existe r € E tel que |z| < r. Par le Lemme 7.23 la série converge au point . Soit |z| > R.
Si >, a,x™ converge, alors la série Y~ a,r" converge pour tout R < r < |z|, c’est-a-dire,
r € E pour tout R < r < |z|, contredisant que R = sup(E). Donc > ja,z™ diverge. O
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Définition 7.25. Le nombre R dans le Théoréme 7.24 est appelé le rayon de convergence
de la série de puissances Y, a,x".

Théoréme 7.26. Soit Y - a,z" une série de puissances. St

a
lim “I=R

existe, alors R est le rayon de convergence.

Démonstration. Si R > 0, alors lim,, % = %, donc par le test du rapport (Théo-

réme 3.12), la série converge si %‘ < 1 et diverge si %' 1. Le cas R = 0 est laissé en exercice

(Exercice (7.19)). O

Exemple 7.27. Le rayon de convergence de la série géométrique Y 2" (Exemple 7.21)
est R = 1 car dans ce cas a,, = 1 pour tout n et donc la limite dans le Théoréme 7.26 est
égale a 1.

Exemple 7.28. Le rayon de convergence de la série exponentielle exp(x) = > °°  Z0 est

n=0 n!
R = oo car la série converge pour tout x € R.

Théoréme 7.29. Soit Y7 a,x™ une série de puissances de rayon de convergence R # 0.
Soit a,b € R tels que —R < a < b < R. Alors, > 7 a,x™ converge uniformément sur [a,b).

Démonstration. Soit M = max(|al, |b]). Pour tout x € [a,b], on a |a,z"| < |a,|M"™. Puisque
—R < M < R, on aquey  ~ a,M" converge par la définition du rayon de convergence

R. Par le critére de Weierstrass (Théoréme 7.17), >~ ja,z™ converge uniformément sur
a, b]. O

Théoréme 7.30. Soit f(x) = > 7, a,x™ une série de puissances de rayon de convergence

R #0. La fonction f est différentiable sur (—R, R) et
f(z) = Znanxnfl,
n=1

pour tout x € (—R, R).

Démonstration. Soit b € (0, R). Montrons que les hypothéses du Théoréme 7.16 sont satis-
faites sur le segment [—b,b]. On doit d’abord montrer que la série > 7 na,z"! converge
uniformément sur [—b, b]. Soit y € R tel que b < y < R. Alors ), a,y" converge, donc la
suite (a,y")se,, converge vers zero. En particulier, cette suite est bornée (Proposition 2.10).
Soit M > 0 tel que |a,y"| < M pour tout n > 0. Pour tout = € [—b,b], on a

n—1 bn—l Mo ne1

PR n:?’I’LT s
Yy Y

|nanx”_1\ = n|an||93|"_1 < n|an|b”_1 = n|a,y"|

our = % < 1. La série > 7, %nr"il converge par le test du rapport (Théoréme 3.12), car

M
=n+1)r" 1

limyL—): lim (1+—>r:r<1.
n

n—oo Appn—l n—00
Y
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Par le critére de Weierstrass (Théoréme 7.17), > 7 na,z" ' converge uniformément sur

[—b,b]. Le Théoréme 7.16 implique alors que f est différentiable et que

oo
g —an :5 na,x" "
n=1

pour tout z € [—b,b]. Puisque b € (0, R) est arbitraire, cette equation est valide pour tout
€ (—R,R). O
Corollaire 7.31. Soit f(x) = > 7, a,x" une série de puissances de rayon de convergence
R #0. Alors, f est infiniment différentiable (c’est-a-dire f*) existe pour tout k € N), et
fO) =Y nn—-1) - (n—k+ Daz"*.
n==k

En particulier,

Exemple 7.32. Montrer que la série exponentielle (Exemple 7.22) est différentiable et que
exp’(z) = exp(x) pour tout x € R.

Solution. Le rayon de convergence de la série exponentielle est R = oo, donc par le Théoréme
7.30, la fonction exp : R — R est différentiable et

oo _ o0
e (e) = et = 3 =3 e
n=1 n=1 0
pour tout =z € R. ]

7.5 Séries de Taylor

Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable et soit o € (a,b). On a vu que la droite
tangente

T:R—R, T(x)=f(xo)+ f(x0)(x— z0)
est une bonne approximation de f prés de xg (Théoréme 5.8) :

f(z) = f(xo) + f'(x0)(x — xg), pour z = x.

oo
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Si 'on veut améliorer cette approximation, on peut essayer de trouver, par exemple, la
fonction quadratique qui approxime le mieux f(x) prés de zg :

A

Mais comment trouver la meilleure fonction quadratique ? Et la meilleure fonction cubique,
ete.?

A

Le but de cette section est de répondre a ces questions.
D1 au Corollaire 7.31, il est naturel de penser (et nous le démontrerons) que le polynéme
d’ordre n approximant le mieux f(z) est le suivant.

Définition 7.33. Soit f : D — R une fonction et zy € D tel que f'(zo), f"(x0), ..., f™ (o)
existent. Le polynéme de Taylor d’ordre n au point x, est le polynéme

f" (o) F™ (o)

21 n!

Pu(x) = f(xo) + f'(0)(x — m0) + (= 20)* + - + ( — o)™

On note que P,(zo) = f(x0), P.(zo) = f'(x0), et plus généralement, Pygk)(:co) = ) (z)
pour tout k = 0,1,2,...,n. C'est-a-dire, le polyndéme P, () a les mémes n premiéres dérivées
que f au point xy. On peut en fait facilement montrer que P,(x) est 'unique polynéme de
degré n avec cette propriété (Exercice (7.24)). Il est alors intuitivement clair que P, () est

une bonne approximation de f prés de zy. Plus précisément, on a :
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Théoréme 7.34 (Théoréme de Taylor). Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f', ..., f™+)
existent sur [a,b]. Soit xg € [a,b] et soit P, le polynome de Taylor d’ordre n au point x.
Pour tout x € [a,b], il existe un point ¢ compris entre xo et x tel que

14(e)

TS (z — o)™ (7.6)

f(x) = Pu(x) +

Démonstration. Soit x € [a,b]. Si x = xy, alors (7.6) est valide pour tout ¢. On peut donc
supposer que x # xy. Soit M € R tel que

f(z) = Py(x) + M(z — x0)" ™ (7.7)
(c’est-a-dire, M = %) On doit montrer qu’il existe ¢ entre zy et = tel que M =
f<"+1> Q
r - Soit
g:lab] — R, gly) = fy) — Puly) = M(y — )"
On a

D (y) = FOD(y) — (n + 1)IM.

1l suffit alors de montrer que g™+ (¢) = 0 pour un point ¢ entre z, et z. Puisque p¥ (x0) =
f®)(x4) pour tout k=0,1,2,...,n, on a

9(10) =0, ¢(x0) =0, g¢"(z0)=0, ..., g™ (xo)=0.

On a aussi g(z) = f(x) — P,(z) — M(x — x¢)"" = 0 par (7.7). Puisque g(z¢) = g(z) =
théoréme de Rolle (Théoréme 5.14) implique qu’il existe ¢; entre xq et x tel q e g (c1)
De méme, puisque ¢'(zg) = ¢'(c1) = 0, il existe ¢z entre zy et ¢; tel que ¢"(ca) = 0.
continuant de la sorte, on obtient un nombre ¢, entre x4 et x tel que g™V (¢, 1) = 0. D

9

0, le
:O

En particulier, le théoréme de Taylor implique que si £+ est bornée par une constante
M > 0, alors
f(z) = P,(x) + R,(x), pour tout x € [a, b,

ou R, : [a,b] — R est une fonction telle que

M|ZL‘ _x0|n+1

[Fn()] < (n+1)!

,  pour tout x € [a,b].

M|z—zo|? 1!
(n+1)!
Donc la fonction R, est petite quand n est grand. La condition que f"*1 soit bornée est
valide, par exemple, si f("*?) existe car toute fonction différentiable est continue (Proposition
5.6) et toute fonction continue est bornée (Théoréme 4.21). Ainsi, le théoréme de Taylor est
utile pour trouver des approximations de fonctions et quantifier précisément la différence

entre la fonction et I'approximation.

oo M|z o™

—— = M exp(|z — x¢[) converge.

Notons que lim,, = 0 car la série >~

Exemple 7.35. Trouvons une approximation quintique (d’ordre 5) de la fonction sin z prés
de 0. Le polynome de Taylor est de la forme

4
+ 5111(5)(0)

2 3
Py(x) = sin(0) + sin’(0)z + sin”(O)% + sin<3>(0)% +sin®(0) 2 =

120°
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sin”(z) = — sin(z)
cos”(x) = — cos(z),
donc
sin(0) =0
sin”(0) = —sin(0) =0
sin®(0) = —sin”(0) = 0,
et

Il s’ensuit que

Par le théoréme de Taylor (Théoréme 7.34), pour tout = € R, il existe un point ¢ entre 0 et

T tel que
G
S R

6

|sin(z) — Py(x)] =

sin®(c) 4 |—sin(c)
6! |

Par exemple, si —1 < z < 1, la difference entre sin(x) et x — g—? + ”’g—? est d’au plus %‘ < é <

0.002.
Plus généralement, on trouve

—~ (=1)* 2k

Panal) = 2 o3

k=0
Par le théoréeme de Taylor, pour tout x € R il existe un point c entre 0 et x tel que
222

Sin(2n+2)<0) 2n+2
(2n+2)1

(2n + 2)!

sin(c) 222
(2n + 2)!

<

|sin(z) — Popy1(2)| =

Par exemple, si 'on veut une approximation de sin(x) sur [0,7/2] avec une précision d’au

plus +0.0001, il suffit de prendre n € N assez grand pour que (m/2)" 2 < 0.0001. 11 est possible

(2n+2)!
(?éi)jg;z a la main (bien que laborieux), et I’on trouve

de calculer

(ﬂ./2)2n+2

(2n+2)!
0.25367 ...
0.0208635 . ..
0.00091926 . . .

0.000025202. ..

>~ w N |3
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Ainsi, n = 4 est suffisant. C’est-a-dire, nous avons la certitude que le polynéme

x3 2 x’ x?

Po(n) = — — + 2 _
5(¥) =7 = 5+ 155 7 5040 T 362880

est suffisant pour calculer sin(x) sur [0, 7/2] a la quatriéme décimale prés.

Puisque chaque polynéme de Taylor approxime de mieux en mieux la fonction, il est
naturel de prendre la limite :

Définition 7.36. Soit f : D — R une fonction infiniment différentiable et soit o € D. La
série de Taylor de f centrée en xg est la série de puissances

) (4
Z fT('O)(x —x9)" = lim P,(z).

n—oo

Il n’est pas toujours vrai que la série de Taylor d’une fonction f converge vers f. Par
exemple, on peut montrer que la fonction

1 .
exp(—=z stz #0
fR—R )= 7
0 siz=0
est infiniment différentiable et que £ (0) = 0 pour tout n. Il s’ensuit que, dans ce cas, la
série de Taylor de f est égale & 0 et donc ne converge pas vers f. Le prochain résultat donne
un critére pour obtenir la convergence de la série de Taylor de f vers f.

Théoréme 7.37. Soit f : [a,b] — R une fonction infiniment différentiable et soit xy € [a,b].
Sl existe M > 0 tel que |f™ ()| < M pour tout n € N et tout x € [a,b], alors la série de
Taylor converge vers f(z) pour tout x € [a,b].

Démonstration. Soit x € [a, b]. Par le théoréme de Taylor (Théoréme 7.34), pour tout n € N,
il existe ¢, € [a,b] tel que

f(n+1) (Cn) .
f(z) = Pu(z) + m(x — o).
Il s’ensuit que
(n+1) Cn, M Tr—x n+1
|P,(z) — f(z)| = f(nT(l)')(x — )"t < %, pour tout n € N,

M|z—xo|? !

= 0 (voir le paragraphe au dessus de ’exemple 7.35), on a que

Puisque lim,,

lim P,(z) = f(z). (7.8)

n—oo

La suite des sommes partielles de la série de Taylor Y707 4 "(zo) (x—x0)" est la suite (P,)>2

n! n=1
des polynomes de Taylor, donc (7.8) montre que cette série converge vers f(z) pour tout
x € [a,b]. O
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Exemple 7.38. Montrer que la série de Taylor de sin(x) centrée en 0 est donnée par

— (D" o
Z(Qn—l—l)!x :

n=0
et qu’elle converge vers sin(z) pour tout z € R.

Démonstration. Pour calculer la série de Taylor, il suffit de montrer que
sin®(0) =0 et sin®*V(0) = (=1)"
pour tout n € N. On a

sin®(z) = cos® V(z) = —sin® 2 (z) = ... = (—1)"sin()

sin@® (1) = cos®(2) = —sin®" V(z) = - = (=1)"sinV(x) =

(—=1)" cos(x).

et on obtient donc (7.9) en évaluant a x = 0. La série converge vers sin(z) pour tout z € R
par le Théoréme 7.37, car le dernier calcul montre que |sin®™ ()| < 1 pour tout z € R. [
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7.6 Exercices

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

Soit (f,)9%, une suite de fonctions qui converge uniformément vers f. Montrer que
(fn)S2, converge ponctuellement vers f.

Montrer que la suite de fonctions (f,,)5°; définies par

T

fo: R— R, fn(a:):n

ne converge pas uniformément.

Soit
T

1+ na?
Est-ce que la suite (f,,)22; converge uniformément ? (Indice : Trouver le maximum
et le minimum.)

Soit

fo: R— R, fu(x)

fu 0, 3] — R, fu(z) =nsin(T).

Montrer que la suite (f,,)22, converge uniformément vers la fonction

(Indice : Utiliser ’Exemple 5.21.)

Soit f : R — R une fonction uniformément continue et soit f,(z) = f(z + 1).

Montrer que la suite (f,,)52, converge uniformément vers f.

Soient ()52, et (g,)2, des suites de fonctions sur un domaine D qui convergent
uniformément vers des fonctions f, g : D — R. Montrer que (f, + g,)5, converge
uniformément vers f + g.

Soit (f,)22, une suite de fonctions bornées f,, : D — R qui converge uniformément
vers une fonction f : D — R. Montrer que la suite de nombres réels (|| f,||)5; est
bornée. (Indice : Utiliser la Proposition 7.5.)

Soit (fn)e, et (g,)52, des suites de fonctions bornées sur un domaine D qui
convergent uniformément vers des fonctions f,g : D — R. Montrer que (f,9,)52,
converge uniformément vers fg. (Indice : |f,,(x)gn(x) — f(x)g(x)| = | fu(z)(gn(z) —
9(@)) + (fulz) = f(2))g(2)]. Utiliser (7.7).)

Soit (f,)52, la suite définie par f, : [0,7/2] — R, f.(z) = (sinz)". Montrer que la
suite (f/)22; ne converge pas uniformément. (Indice : Faire une preuve par contra-
diction en utilisant le Théoréme 7.12).

Calculer

3 9n+singx

li —_——
nT300 1 3n+ (cosx)?

2n+sinx

(Indice : Montrer que 3 » converge uniformément vers 2 et utiliser le Théoéme
n—+(cos x) 3

7.10).
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(7.11) Montrer que
" sinnx

lim
n—oo a na

dx =0,

pour tout 0 < a < 7.
(7.12) Démontrer le Théoréme 7.15. (Indice : utiliser le Théoréme 7.10.)
(7.13) Démontrer le Théoréme 7.16. (Indice : utiliser le Théoréme 7.12.)
(7.14) Montrer que la série de fonctions | —=— converge uniformément sur R.

7.15) Montrer que la série de fonctions > o (1 —x)z" converge ponctuellement sur [0, 1],
d n=0 gep
mais pas uniformément.

(7.16) Montrer que

oo . oo
d Z sin nx Z COS NI
dx n3 n2
n=1 n=1
pour tout x € R.

(7.17) Trouver tous les nombres a > 0 tels que la série Y - | £~ converge uniformément

sur [—a, al.
L. 2
(7.18) Trouver le rayon de convergence de la série >~ n?z".

an

(7.19) Terminer la démonstration du Théoréme 7.26. C’est-a-dire, montrer que si lim,, P

0, alors la série >~ a,a™ converge seulement si x = 0.
(7.20) Montrer que la série )" > nlz"™ converge seulement si z = 0.
7.21) Soit S°°°  a,x" une série de puissances telle que
n=0

lim {/|a,| =L
n—oo

existe. Montrer que le rayon de convergence de la série est R = 1/L si L > 0 et
R=o00s1L=0.

(7.22) Trouver le rayon de convergence des séries suivantes.
(a) ZZO:O(Qx)”
(b) > ooio(=1)"(n+3)a"

(7.23) Soit la fonction

f:R— R, f(x):/oms'itﬂdt.

Trouver la série de Taylor de f centrée en 0 et son rayon de convergence. (Indice :
utiliser le Théoréme 7.15).

(7.24) Montrer que le polynéme de Taylor P,(z) d’une fonction f(z) centrée en xg est
I'unique polynoéme de degré n tel que Pr(Lk)(a:O) = f®)(zy) pour k=0,1,2,..., n.
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