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Avant-propos

Ces notes sont en cours de rédaction pour les cours d’analyse I et II (MAT129 et MAT346)
de I’Université de Sherbrooke. Elles seront mises a jour de maniére continue tout au long du
trimestre. Elles sont largement inspirées des livres Introduction a [’analyse réelle de Labelle
et Mercier [1], Real Analysis and Applications : Theory in Practice de Davidson et Donsig [2],
Principles of mathematical analysis de Rudin [3], et Introduction to real analysis de Bartle
et Sherbert [4]. Aucun de ces livres n’est obligatoire pour le cours.

Le but principal de 'analyse réelle est d’établir une base solide et rigoureuse au calcul
différentiel et intégral. Par exemple, on sait bien que

sin x

lim =1,
z—0

sinx

car quand x « s’approche » de 0, alors « s’approche » de 1. Mais, qu’est-ce que «
s’approcher » veut vraiment dire mathématiquement ? Une fonction continue est une fonction
« inintérompue » ou « qui peut se dessiner sans lever le crayon », mais peut-on définir
précisément ce que cela veut dire pour une fonction abstraite f : R — R qui n’est pas
donnée par un dessin ? Par exemple, la fonction

f() = Z COS(;:?TI)

n=0

est-elle continue ? Et que veut vraiment dire une somme infinie > ;7 Peut-on donner une
définition de l'intégrale fol f(z)dz plus précise que « laire sous la courbe » 7 Nous allons
répondre a toutes ces questions dans les cours MAT129 (Analyse I) et MAT346 (Analyse II).
En analyse, nous définissons ces concepts de maniére rigoureuse et nous démontrons ensuite
des conséquences de ces définitions. Par exemple, le célébre théoréme fondamental du calcul
différentiel et intégral

/ Fl(x)dz = F(b) — F(a) (0.1)

prendra un tout autre sens : aprés avoir bien défini la dérivée et l'intégrale, ce résultat sera
vu comme une conséquence logique des définitions, démontré hors de tout doute.



Symboles et notations

nombres réels
entiers naturels {1,2,3,4,5,...}
entiers relatifs
nombres rationnels
ensemble vide
infini
pour tout
il existe
il n’existe pas
il existe un unique
inclus dans
appartient a
n’appartient pas a
union
intersection
implique que
si et seulement si
supremum
inf  infimum
max maximum
min  minimum
n! factorielle de 'entier naturel n
| valeur absolue du nombre réel =
b ={reR:a<z<b} intervalle fermeé
a,b) ={r €R:a <z <b} intervalle ouvert
b) ={reR:a<z<b}
={reR:a<z<b}
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Chapitre 1

Le systéme des nombres réels

Le but de I'analyse réelle est d’établir une base solide et rigoureuse au calcul différentiel
et intégral. Il est alors nécessaire, avant toute chose, de définir précisément ce qu’on entend
par les nombres réels eux-mémes. C’est ce que nous aborderons dans ce chapitre.

1.1 Les axiomes de ’analyse réelle

L’objet d’étude de I'analyse réelle est le systéme des nombres réels, soit ’ensemble R muni
de ses opérations d’addition (z,y) — = + y, de multiplication (x,y) — x -y, et sa relation
d’ordre < (plus petit ou égal). Rappelons que I’ensemble R des nombres réels contient les
entiers naturels

N:={1,2,3,4,5,...},

les entiers relatifs
Z=A4...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...},

les nombres rationnels

Q={§:a€ZbeN},

ainsi que tous les nombres irrationnels tels que v/2, 7 et e. L’ensemble R est généralement
visualisé comme une droite s’étandant a I'infinie dans les deux directions et contenant tous
ses points :

N

1 11
1 \/§ e m '3
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Remarquez que nous n’avons pas encore donné de définition rigoureuse des nombres
réels. Bien que l'idée d’une droite infinie contenant tous ses points soit relativement claire
et intuitive, il est surprenamment difficile de la réaliser par une construction mathématique
assez précise pour établir une théorie solide du calcul différentiel et intégral. Historiquement,
il a fallu attendre la fin du 19e siécle pour qu’on trouve une facon satisfaisante de le faire.
Compte tenu du fait que les nombres réels sont utilisés depuis I’ Antiquité, nous avons pris
plusieurs millénaires avant d’y arriver! Construire rigoureusement l’ensemble R est assez
laborieux et est plus approprié pour un cours sur la théorie des ensembles. Heureusement,
il existe une autre approche tout aussi rigoureuse pour faire de l'analyse réelle qui évite



ce probléme délicat et qui est généralement utilisée pour un premier cours. C’est ’approche
axiomatique, qui consiste a énumérer une liste de quelques propriétés élémentaires du systéme
(R, +, -, <) qui serviront & démontrer toutes les autres. Rappelons la définition du mot aziome
(tirée du dictionnaire en ligne Larousse) :

Aziome (nom masculin)

(1) Dans la logique aristotélicienne, point de départ d’un raisonne-
ment considéré comme non démontrable, évident.

(2) Enoncé initial d'une théorie axiomatisée, qui sert de point de
départ aux démonstrations dans cette théorie.

(3) Vérité admise sans démonstration et sur laquelle se fonde une
science, un raisonnement ; principe posé hypothétiquement a la
base d'une théorie déductive.

Le sens le plus approprié pour nous est (2). Les axiomes du systéme des nombres réels sont
tous assez intuitifs et il est clair que toute définition des nombres réels devra les satisfaire.
On compte quatre axiomes, que nous noterons (Al), (A2), (A3), et (A4). Voici les trois
premiers :

(A1) (R, +,) est un corps, c’est-a-dire :

Al.1) Associativité. Pour tout z,y,z € R, 2+ (y+2) = (v +y)+ 2z et z(yz) = (xy)z.
A1.2)

A1.3) Distributivité. Pour tout z,y,z € R, z(y + z) = zy + z=z.
Al.4)

(
( Commutativité. Pour tout z,y e R, x +y =y + = et zy = yx.

(

( Identité additive. 1l existe un élément 0 € R tel que x + 0 = x pour tout
r e R

(A1.5) Identité multiplicative. 1l existe un élément 1 € R, 1 £ 0, tel que -1 = x
pour tout x € R.

(A1.6) Inverse additif. Pour tout x € R, il existe un élément —z € R tel que x +
(—z)=0.
(A1.7) Inverse multiplicatif. Pour tout x # 0 dans R, il existe un élément 27! € R
tel que z -7t = 1.
(A2) < est un ordre total, c’est-a-dire :
A2.1) Reflexivité. Pour tout x € R, z < z.
A2.2) Antisymétrie. Pour tout z,y € R, siz < yet y <z, alors x = y.
A2.3) Transitivité. Pour tout z,y,z € R, six <yet y < z, alors z < 2.
A2.4) Totalité. Pour tout x et y dans R, x < y ou y < z.

(A3) Les opérations + et - sur R sont compatibles avec la relation d’ordre <, c’est-a-dire :

(
(
(
(

(A3.1) Compatibilité avec l’addition. Pour tout z,y,z € R, si z <y, alors z + z <
y+ 2.

(A3.2) Compatibilité avec la multiplication. Pour tout x,y € R;si 0 <z et 0 <y,
alors 0 < xy.


https://www.larousse.fr/

On utilise également la notation x < y pour dire que z < y et x # y. De plus la notation
x >y est équivalente a y < x et, de méme, x > y est équivalent a y < x.

Le systéme des nombres réels n’est pas le seul a satisfaire (A1), (A2), et (A3). Par exemple,
le systéme des nombres rationnels Q a les mémes propriétés. La différence fondamentale entre
les deux est que R satisfait un quatriéme axiome (A4), appelé principe de complétude, que
nous allons définir plus bas. Pour le définir, nous avons d’abord besoin de la définition
suivante.

Définition 1.1. Un ensemble de nombres réels £ C R est borné supérieurement s’il
existe un nombre réel M € R tel que x < M pour tout x € E. Dans ce cas, nous appelons
M une borne supérieure. De méme, un ensemble £ C R est borné inférieurement s’il
existe un nombre réel m € R tel que x > m pour tout x € E, et nous appelons m une borne
inférieure. Un ensemble £ C R est borné s’il est borné supérieurement et inférieurement.

Exemple 1.2.
(1) L’intervalle [0,00) = {z € R : x > 0} est borné¢ inférieurement mais pas supérieure-
ment.
(2) L’intervalle (—o0,4] = {x € R: x < 4} est borné supérieurement, mais pas inférieure-
ment.

(3) L’intervalle [6,11) = {x € R: 6 <z < 11} est borné.
(4) L’ensemble Z des entiers relatifs n’est pas borné.

(5) L’ensemble N des entiers naturels est borné inférieurement, mais pas supérieurement
(voir Théoréme 1.10).

(6) L’ensemble
E = {%:nEN}:{l,%,%,%,%,...}
est borné par 0 et 1.

Notez qu’un ensemble E borné supérieurement a une infinité de bornes supérieures : si
M est une borne supérieure, alors, tout nombre M’ > M est aussi une borne supérieure. 11
est donc préférable de trouver la borne supérieure la plus petite. Si F posséde un maximum,
c’est-a-dire un élément M € E tel que z < M pour tout x € E, alors il est évident que
M est la plus petite borne supérieure. Par contre, certains ensembles bornés supérieurement
n’ont pas de maximum, tel que

E={"l:neN}={0,1,2222 .}

19213747576

W
(S
(e} ()]

>

1
2

Un bon substitut au maximum est alors la plus petite borne supérieure, qui dans ce cas
est 1. La propriété fondamentale de R qui permet de faire de ’analyse est ’existence de cette
plus petite borne supérieure :

(A4) Principe de complétude. Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement.
Il existe une plus petite borne supérieure de E, c’est-a-dire une borne supérieure
M de E telle que si N € R est une autre borne supérieure de E, alors M < N.



En revanche, le systéme des nombres rationnels QQ ne satisfait pas au principe de com-
plétude. Par exemple, soit un nombre irrationnel tel que v/2 = 1.41421356237... (dont
'existence sera discutée a la prochaine section), considérons l’ensemble

E={1, 1.4, 141, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142135, 1.41421356, ...}

de ses approximations successives. Tous les éléments de E sont rationnels : par exemple

1414
1414 = —— .
1000 €Q

Par contre, la plus petite borne supérieure de E est /2 qui est irrationnel. On peut montrer
que I’ensemble F ne posséde pas de plus petite borne supérieure rationnelle.

Les points (A1l)-(A4) sont les aziomes de 'analyse réelle. C’est-a-dire, nous supposons
que les nombres réels existent et forment un systéme (R,+,-, <) satisfaisant les axiomes
(A1)-(A4), et notre tache est de démontrer de nouvelles propriétés a partir de ceux-ci. Il
est remarquable que tout le calcul différentiel et intégral repose sur ces quatre axiomes
seulement. C’est ce que nous verrons dans les deux premiers cours d’analyse (Analyse I et
IT). Par exemple, nous verrons dans le cours d’Analyse II que le théoréme fondamental du
calcul différentiel et intégral (0.1) est une conséquence logique des axiomes.

Il est possible de démontrer que les nombres réels satisfont (A1)—(A4). Mais comme
mentionné plus haut, il faut d’abord donner une construction rigoureuse des nombres réels,
ce qui n’est pas évident. Pour un premier cours d’analyse, il est préférable de supposer que
le systéme des nombres réels existe et satisfait (Al)-(A4).

1.2 Quelques conséquences des axiomes

Tout ce que I'on connait des nombres réels peut étre démontré a partir des axiomes (A1)
(A4). Nous verrons dans cette section quelques exemples simples de nouvelles propriétés
démontrées a partir des axiomes afin de se familiariser avec ceux-ci et de s’entrainer a faire
des démonstrations avec les nombres réels. Par exemple, nous montrerons que 1 > 0 et qu’il
existe une racine carrée de 2. Bien que ces faits soient familiers, ils ne sont pas directement
dans les axiomes, et il faut donc les démontrer.

1.2.1 Propriétés algébriques

Pour commencer, notons que l'axiome d’identité additive (A1.4) stipule seulement qu’il
existe un nombre réel 0 € R tel que x + 0 = z pour tout = € R. Mais 'axiome ne dit pas si
c’est le seul nombre avec cette propriété. Est-ce qu’il en existe un autre? On sait bien que
non, mais il est rassurant de voir qu’on peut le démontrer rigoureusement :

Proposition 1.3.

(a) Si xz,z € R sont tels que x + z = x, alors z = 0. En particulier, l'identité additive
4) est unique. C’est-a-dire, il existe un seul nombre z € el que x + z = x pour
Al.4) est uni C’est-a-dire, il exist [ b R tel
tout x € R, que nous notons 0.



(b) Si xz,z € R sont tels que x # 0 et vz = x, alors z = 1. En particulier, ’identité
multiplicative (A1.5) est unique. C’est-a-dire, il existe un seul nombre z € R tel que
r -z =1x pour tout x € R, que nous notons 1.

Démonstration. (a) Soit z,z € R tels que 4+ z = z. On a

z2=24+0 (identité additive (A1.4))
=z+ (v + (—x)) (inverse additif (A1.6))
=(z+2xz)+ (—x) (associativité (A1.1))
= (z+2)+ (—2) (commutativité (A1.2))
=z+ (—x) (par hypotheése)
= 0. (inverse additif (A1.6))

En particulier, si z € R est tel que £+ z = x pour tout = € R, alors z = 0. La démonstration
de la partie (b) est laissée en exercice (Exercice (1.1)). O

De cette proposition, on déduit :
Proposition 1.4. Pour touty € R, on ay-0=0.

Démonstration. Soit y € R. On a

y+y-0=y-14+y-0 (identité multiplicative (A1.5))

=y-(1+0) (distributivité (A1.3))

=y-1 (identité additive (A1.4))

=y (identité multiplicative (A1.5))

Par la Proposition 1.3(a) (appliquée & x =y et z=y-0)onay-0=0. O

De maniére similaire :

Proposition 1.5.
(a) L’inverse additif (A1.6) est unique.
(b) L’inverse multiplicatif (A1.7) est unique.

Démonstration. (a) Soit x € R et soit z € R un nombre tel que  + 2z = 0. Nous devons
montrer que z = —z. Or,

z=2z-+0
=24 @+ (-0)
=(z+42xz)+ (—x)
=(x+2)+ (-2
=0+ (—x)
=(—z)+0

= —X.

(b) Cette partie est laissée en exercice (Exercice (1.2)).

(identité additive (A1.4))
(inverse additif (A1.6))
(associativité (Al.1))
(commutativité (A1.2))
(par hypothese)
(commutativité (A1.2))
(identité additive (A1.4))

O



On obtient alors une nouvelle opération, la soustraction, définie par

r—y=1x+(-y),

ou (—y) est I'unique inverse additif de y. De méme, la division est définie par z/y ==z -y~ .
On déduit des résultats précédents les faits suivants.

Proposition 1.6. Pour tout x € R, on a
(a) (—1)z = —x,
(b) —(—z) ==, et
(¢) (—a)(—=) ="

Démonstration. Soit © € R.

(a) On a

4+ (—lx=z-1+x-(—1) (identité multiplicative (A1.5) et commutativité (A1.2))
=z-(1+(-1)) (distributivité (A1.3))
=z-0 (inverse additif (A1.6))
= 0. (Proposition 1.4)

Par I'unicité de l'inverse additif (Proposition 1.5(a)), (—1)x = —=z.

(b) Par la commutativité (A1.2) et I'inverse additif (A1.6), on a (—x)+z = z+(—z) = 0.
Par l'unicité de l'inverse additif (Proposition 1.5(a)), x = —(—x).

(c) Par (a) et (b), on a (—1)(—1) = —(—1) = 1. Il s’ensuit que

(=2)(=2) = (=D)a)((=1)z) (par (a))
= 22((=1)(=1)) (associativité (Al.1) et commutativité (A1.2))
=221 (par la phrase précédente)
=2° (identité multiplicative (A1.5))

]

Proposition 1.7. Soit x € R.
(a) Six >0, alors —x < 0.
(b) Sixz <0, alors —x > 0.

Démonstration. (a) Soit x > 0. Par la compatibilité avec 'addition (A3.1), on a 0+ (—z) <
x + (—x). Par I'identité additive (Al.4) et la commutativité (A1.2), 0 + (—x) = —=x, et par
I'inverse additif (A1.6), z + (—x) = 0. Il s’ensuit que —z < 0.

(b) Exercice (1.5). O

Proposition 1.8. Pour tout x € R, on a 2> > 0

Démonstration. Si z > 0, cela découle de la compatibilité avec la multiplication (A3.2).
Sinon, < 0 par totalité (A2.4). Il s’ensuit que —z > 0 par la Proposition 1.7, et donc
z? = (—z)(—x) > 0 par la Proposition 1.6(c). O

10



On en déduit le résultat suivant.
Théoréme 1.9. 1 >0

Démonstration. Ona1l=1-1= 1% > 0 par l'identité multiplicative (A1.5) et la Proposition
1.8. De plus, 1 # 0 par (AL.5). ]

On peut facilement déduire a partir de ce théoréme et de I'axiome (A3.1) que
r+1>z et z—-1<x (1.1)

pour tout = € R (Exercice (1.11)). En particulier, n > 0 pour tout n € N (Exercice (1.9)).

Jusqu’ici, nous n’avons utilisé que les trois premiers axiomes (A1), (A2), (A3), mais par
I'axiome de complétude (A4). En revanche, la propriété suivante, nommeée en I’honneur du
célebre scientifique de la Gréce antique, utilise (A4).

Théoréme 1.10 (Propriété d’Archimede). Pour tout x € R, il existe un entier naturel
n € N tel quen > x.

Démonstration. Supposons, par contradiction, qu’il existe un nombre réel z € R qui a la
propriété qu’aucun entier n € N n’est tel que n > z. Autrement dit, par totalité (A2.4),
n < x pour tout n € N. L’ensemble E := N est alors borné supérieurement par x. Par le
principe de complétude (A4), il existe une plus petite borne supérieure M de E. Puisque
M —1 < M (Exercice (1.11)), on a que M — 1 n’est pas une borne supérieure de E. Il existe
alors un nombre n € F tel que M —1 < n, et donc M < n + 1. Puisque n + 1 € F, cela
contredit que M est une borne supérieure de F. O

En d’autres mots, la propriété d’Archimeéde est I'énoncé que I'ensemble N des entiers
naturels n’est pas borné supérieurement. En effet, le théoréme dit précisément qu’aucun
nombre réel x € R n’est une borne supérieure de N.

Remarque 1.11. Il existe des systémes qui satisfont (A1), (A2) et (A3), mais pas la pro-
priété d’Archimeéde. De tels systémes sont difficiles & construire, mais leur étude est néan-
moins fascinante. Un célébre exemple est le systéme des nombres « surréels » introduit par
John Conway. Notez que bien que le systéme des nombres rationnels Q ne satisfait pas le
principe de complétude (A4), il satisfait tout de méme la propriété d’Archiméde. Donc la
complétude est suffisante mais pas nécessaire pour obtenir le principe d’Archiméde.

1.2.2 Simplifions pour le reste du cours

Le but premier de la sous-section précédente (1.2.1) est de se familiariser avec les axiomes
du systéme des nombres réels et quelques techniques de démonstration. Il sera évidemment
trop laborieux de démontrer le moindre détail comme nous I’avons fait plus haut en indiquant
explicitement chaque axiome utilisé. Pour le reste du cours (sauf indication contraire dans les
exercices) nous ne démontrerons pas les faits algébriques bien connus et utilisés depuis ’école
secondaire, comme des manipulations standards telles que 1 — 1122 = 1757:2"2 =1 +1n2 < #
Il est néanmoins toujours possible de le faire, si 'on prend le temps. En revanche, nous ne
tiendrons pas pour aquises les notions de calcul différentiel et intégral. En effet, le but de
ce cours est de donner une base solide a ce dernier! Par exemple, il faudra démontrer que

4 2 — 2z, et méme donner une définition rigoureuse de la dérivée.

dx
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1.2.3 Existence de /2

Nous verrons dans cette sous-section une autre conséquence du principe de complétude
(A4), soit l'existence d’une racine carrée de 2. C’est-a-dire, nous montrerons qu’il existe un
unique nombre réel z > 0 tel que 2% = 2. Pour le démontrer, on doit nécessairement utiliser
le principe de complétude. En effet, le systéme des nombres rationnels Q satisfait (A1), (A2),
(A3), mais ne posséde pas de telle racine :

Théoréme 1.12. Il n'existe pas de nombre rationnel r € Q tel que r* = 2.

Demonstmtzon Supposons par contradiction, qu’il existe un nombre ratlonnel r e Q tel

que 72 = 2. Ecrivons r = ¢, ot a,b € Z n’ont pas de facteur commun.' On a % = 2, donc

b’ b2

a® = 20°. (1.2)

I1 s’ensuit que a? est pair. Le carré d'un nombre impair est impair, donc a doit nécessairement
étre pair. C’est-a-dire, a = 2n pour un certain n € Z. Par (1.2), on a 4n? = 2b?, et donc
b? = 2n?. Par le méme raisonnement, b est pair. Il s’ensuit que 2 est un facteur commun de
a et b, contredisant qu’ils n’aient pas de facteur commun. O

En revanche, le principe de complétude implique que R a bel et bien une racine carrée
de 2, communément notée /2.

Théoréme 1.13. I existe un unique nombre réel x > 0 tel que x* = 2.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous diviserons la preuve en deux parties :
l'existence d’un tel nombre et son unicité.
Existence. Considérons ’ensemble

E={recR:x>0eta? <2}

Nous allons montrer que E est borné supérieurement et que sa plus petite borne supérieure
est une racine carrée de 2.

Nottons que 1 € E, donc E n’est pas vide. Nous allons montrer que £ est borné supérieu-
rement par 2. Soit x € E. Supposons par contradiction que x > 2. Alors, 22 > 2-2 =4 > 2,
contredisant que x € FE. Ainsi, z < 2 et donc E est borné supérieurement par 2. Par le
principe de complétude (A4), il existe une plus petite borne supérieure M de E. Puisque
1€ E,ona M >1>0, donc M > 0. Nous allons montrer que M? = 2 en démontrant que
M?>2et M? <2.

Pour établir M? > 2, supposons par contradiction que M? < 2. Cela implique que
2 — M? > 0 et, en particulier, 2 — M? # 0. Par la propriété d’Archimede (Théoréme 1.10),
il existe un entier naturel n € N tel que

oM + 1
| 1.3
T (1.3)

1. Par exemple peut étre écrit comme %, o 2 et 3 n’ont pas de facteur commun, contrairement a 4 et

6 qui ont 2 comme facteur commun.

37
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(A noter que la division est valide puisque 2 — M? # 0.) 1l s’ensuit que

oM + 1
—+<2_M2
n
et donc
1\?2 oM 1 oM 1 oM +1
(M+—) :M2+—+—2§M2+—+—:M2+—+<M2+(2—M2):2, (1.4)
mn n mn n n

c’est-a-dire M + % € E. Puisque M < M + }1, cela contredit le fait que M soit une borne
supérieure de E. Ainsi, M? > 2.
De méme, pour montrer que M? < 2, supposons par contradiction que M? > 2. Par la

propriété d’Archiméde (Théoréme 1.10), il existe un entier naturel n € N tel que n > %
et donc % < M? — 2. On a alors que
1\’ oM 1 2M
(M——) =M ——+ S5 >M - —>M - (M -2)=2 (1.5)
n n n n

Cela implique que pour tout x € E, on a 2* < 2 < (M — %)2, et donc z < M — % Cest-
a~dire, M — % est une borne supérieure de F, contredisant que M soit la plus petite borne
supérieure. Par conséquent, M? < 2.

Ayant montré que M? > 2 et M? < 2, par antisymétrie (A2.2), M? = 2. On prend alors
r =M.

Unicité. Soit y > 0 tel que y? = 2. Alors,

(z—y)(r+y) =2"—y*=2-2=0.

Cela implique que * —y = 0 ou x +y = 0 (Exercice (1.4)). Si z +y = 0, alors y = —z < 0,
contredisant que y > 0. Il s’ensuit que x — y = 0, c’est-a-dire y = . O

1.2.4 Densité des nombres rationnels et irrationnels

Les deux théorémes précédents (Théoréme 1.12 et Théoréme 1.13) démontrent 'existence
d’au moins un nombre irrationnel, soit v/2. C’est-a-dire, v/2 € R mais v/2 ¢ Q. 11 est alors
naturel de se demander si les nombres irrationnels sont rares ou communs. Le prochain
théoréme répond de maniére précise a cette question, en montrant que les nombres rationnels
et irrationnels sont tous deux « denses », c’est-a-dire qu’on en trouve partout sur la droite
des réels.

Théoréme 1.14. Tout intervalle ouvert (a,b) = {x € R:a < x < b}, ot a <b, contient un
nombre rationnel et un nombre irrationnel.

Démonstration. Puisque b — a > 0, la propriété d’Archimeéde (Théoréme 1.10) implique
I’existence d'un entier naturel n € N tel que n > ﬁ Cela conduit & na + 1 < nb, et donc
il existe un entier m € Z tel que na < m < nb.? Par conséquent, a < ™ < b, donnant ainsi
un nombre rationnel ™ € (a,b). De méme, il existe un nombre rationnel 7 dans l'intervalle
(\%,\%), et donc rv/2 € (a,b). De plus, 7v/2 est irrationnel, car si rv/2 = ¢ € Q, alors
V2= 1 € Q, contredisant le Théoréme 1.12. ]

2. Le fait que pour tout x € R il existe un entier n € Z tel que x < n < x + 1 peut étre démontré a partir
des axiomes. En vue de la section 1.2.2, nous omettons la démonstration.
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1.3 Supremum et infimum

Tout comme le maximum, la plus petite borne supérieure de F, si elle existe, est unique :

Proposition 1.15. Soit E C R un ensemble non vide borné supéricurement et My, My deux
plus petites bornes supérieures de E. Alors My = Ms.

Démonstration. Puisque M, est une plus petite borne supérieure et M, est une borne supé-
rieure, on a M7 < M. De maniére analogue, puisque M, est une plus petite borne supérieure
et M; est une borne supérieure, on a My < M;. Par la propriété d’antisymétrie de (A2),
nous avons M; = M. O

On peut donc parler de la plus petite borne supérieure de E, et lui donner un nom et
une notation :

Définition 1.16. Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement. La plus petite
borne supérieure de E est appelée le supremum de E, et est notée sup(F) ou sup E.

Exemple 1.17. Soit

E={~t:neN}={0,%223 322 7}

n 1233747576
Montrer que sup(E) = 1.

Solution. La démontration comprend deux étapes :
(1) 1 est une borne supérieure de F, et
(2) si M est une autre borne supérieure de E, alors 1 < M.

Pour montrer (1), soit z € E. Alors = = "T_l pour un certain n € N. Il s’ensuit que
r = ”T’l =1- % < 1.
Pour montrer (2), soit M une borne supérieure de E. Nous devons montrer que 1 < M.

Si, au contraire 1 > M, alors 1 — M > 0 et donc ﬁ > (. Il existe alors un nombre naturel
n > ﬁ Il s’ensuit que 1 — M > % et donc M <1 — % = "T_l € F, contredisant que M est
une borne supérieure de E. Par conséquent, 1 < M. O

De fagon analogue, si £ C R est un ensemble non vide borné inférieurement, une plus
grande borne inférieure de E est une borne inférieure m de E telle que si n € R est une
autre borne inférieure de E, alors n < m.

Le principe de complétude implique un principe similaire pour les bornes inférieures :

Proposition 1.18. Soit E C R un ensemble non vide borné inférieurement. Alors, il existe
une plus grande borne inférieure de E. De plus, elle est unique.

Démonstration. Définissons
—FE={-z:z€ E}.

Si m est une borne inférieure de E, alors m < x pour tout x € FE, et donc —x < —m
pour tout x € E. Autrement dit, —m est une borne supérieure de —F. Par le principe de
complétude (A4), —F posséde une plus petite borne supérieure sup(—FE) € R. Nous allons
démontrer que — sup(—F) est une plus grande borne inférieure de FE.

14



(1) Nous devons d’abord démontrer que —sup(—F) est une borne inférieure de E. Soit
x € E, nous avons —z € —F et donc —z < sup(—FE). Par conséquent, —sup(—F) < z
pour tout z € E, ¢’est-a-dire, — sup(—F) est une borne inférieure de E.

(2) Nous devons maintenant démontrer que —sup(—F) est plus grand ou égal a toutes
les bornes inférieures de E. Soit m € R une borne inférieure de E. Par le premier
paragraphe, —m est une borne supérieure de —FE. Puisque sup(—F) est la plus petite
borne supérieure de —F, nous avons sup(—£) < —m et donc m < —sup(—FE).

Par (1) et (2), —sup(—FE) est une plus grande borne inférieure de £. Maintenant, supposons
qu’il existe une autre plus grande borne inférieure de FE, denotée m. Par (2), nous avons
m < —sup(—F). De maniére analogue, puisque m est une plus grande borne inférieure
et que —sup(—F) est une borne inférieure, nous avons —sup(—F) < m. Par conséquent,
m = —sup(—FE). O

Cette proposition justifie la définition suivante.

Définition 1.19. Soit E un ensemble non vide borné inférieurement. La plus grande borne
inférieure de E est appelée infimum de E et est notée inf(E) ou inf E.

Notez que la démonstration de la Proposition 1.18 implique que si E est borné inférieu-
rement, alors —F est borné supérieurement et

sup(—FE) = —inf(FE).

Il est pratique de définir sup F/ et inf E méme si E n’est pas borné supérieurement ou
inférieurement :

Définition 1.20. Si un ensemble non vide £ C R n’est pas borné supérieurement, nous
écrivons
sup F = o0

et s’il n’est pas borné inférieurement, nous écrivons
inf £ = —o0.
Par exemple, la propriété d’Archimeéde (Théoréme 1.10) est I'énoncé que sup N = oc.

Remarque 1.21. Si F n’est pas borné supérieurement, alors pour tout n € N il existe
x € E tel que © > n (car n n’est pas une borne supérieure de E). Ceci justifie la notation
sup £ = 0o. Une remarque similaire s’applique pour inf £ = —oc.

Définition 1.22. Le mazimum d’un ensemble F, s'il existe, est un nombre réel max(FE)
dans E tel que z < max(FE) pour tout x € E. De méme, le minimum de E, s’il existe, est
un nombre réel min(E) dans E tel que min(E) < z pour tout z € E.
Proposition 1.23. Soit E C R un ensemble non vide.

(a) Si E posséde un mazximum, alors sup(E) = max(FE).

(b) Si E possede un minimum, alors inf(FE) = min(E).
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Démonstration. (a) Pour montrer que sup(F) = max(FE), il faut montrer que
(1) max(FE) est une borne supérieure de E, et
(2) si N est une borne supérieure de E, alors max(E) < N.

La partie (1) découle de la définition de max(F). Pour montrer (2), soit N une borne supé-
rieure de E. Puisque max(E) € F, on a max(E) < N.
(b) Exercice (1.13). O

Exemple 1.24.
(1) Soit A ={-1,3,4,8}. Alors, min A = —1 et max A = 8. Donc aussi,

infA=-1 et supA=38.

(2) Soit B={2n:n € N} ={2,4,6,8,---}. Alors inf B = min B = 2 et sup B = 0.

(3) Soit
E:={+:neN}

Puisque 1 € E est un maximum, nous avons sup £ = 1. Par contre F n’a pas de

minimum. En effet, si x € E, alors z = % pour un certain n € N. Il s’ensuit que
n+r1 € et n+r1 < x. Donc x n’est pas un minimum de F. Puisque x est arbitraire, on

conclu que E n’a pas de minimum.

Par contre, nous allons montrer que
inf £ = 0.

La démonstration comprend deux étapes :
(a) 0 est une borne inférieure de F, et
(b) si m est une borne inférieure de E, alors m < 0.

Montrons (a). Soit z € E. Alors = 1 pour un certain n € N, donc z = * > 0. Donc
0 est une borne inférieure de E.

Montrons (b). Soit m une borne inférieure de £. Nous devons montrer que m < 0. Si,
au contraire, m > 0, alors % > 0, donc il existe n € N tel que n > % Il s’ensuit que
% < m, et puisque % € FE, ceci contredit que m est une borne inférieure de E. Alors,
m > 0.

Par (a) et (b), 0 est la plus grande borne inférieure de E, c’est-a-dire inf £ = 0.

Le prochain résultat sera utile au prochain cours (Analyse II), lorsqu’on définira 'inté-
grale.

Proposition 1.25. Soient A et B deuz ensembles non vides tels que a < b pour tout a € A
et b € B. Alors, A est borné supérieurement, B est borné inférieurement, et

sup(A) < inf(B).
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Démonstration. Montrons que A est borné supérieurement. Puisque B est non vide, il existe
un élément b € B. Par hypothése, a < b pour tout a € A et donc b est une borne supérieure
de A. De méme, B est borné inférieurement par tout élément de A.

Montrons que sup(A) < inf(B). Puisque sup(A) est la plus petite borne supérieure de
A, il suffit de montrer que inf(B) est une borne supérieure de A. Soit a € A. On aa < b
pour tout b € B, donc a est une borne inférieure de B. Comme inf(B) est la plus grande
borne inférieure de B, on a a < inf(B). On a donc montré que a < inf(B) pour tout a € A,
c’est-a-dire, inf(B) est une borne supérieure de A. Comme sup(A) est la plus petite borne
supérieure de A, on a sup(A) < inf(B). O

1.4 Quelques propositions utiles avec ¢ > (

En analyse, lors des définitions et démonstrations, on travaille fréquemment avec un
nombre réel positif arbitrairement petit, généralement noté €. Les propositions suivantes
sont alors utiles.

Proposition 1.26. Soit x € R. Si |x| < € pour tout € > 0, alors z = 0.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que x # 0. Choisissons € = |z|/2. Ainsi, € > 0
et |z| > e, contredisant I’hypothése que |z| < € pour tout € > 0. Par conséquent, z = 0. [

Proposition 1.27. Soient x,y € R. St © < y + € pour tout € > 0, alors v < y.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que o > y. Choisissons ¢ := “5¥. Alors, € > 0
et y+e=y+ 5% =54 < 2L — g contredisant 'hypothése que z < y+¢ pour tout € > 0.
Ainsi, x < y. O]

Proposition 1.28. Soit £ C R un ensemble non vide et borné supérieurement et soit M € R
une borne supérieure de E. Alors, M = sup(FE) si et seulement si pour tout € > 0 il existe
un élément v € E tel que M —e < .3

Démonstration. ( =) Supposons que M = sup(F). On doit montrer que pour tout £ > 0
il existe x € E tel que M — e < z. Soit € > 0. Puisque M — ¢ < M = sup(FE), et sup(FE)
est la plus petite borne supérieure de F, M — € n’est pas une borne supérieure de E. Cela
signifie qu’il existe x € E tel que M — e < z.

( <) Soit M une borne supérieure de F telle que, pour tout € > 0, il existe x € F tel
que M — e < z. On doit montrer que M = sup(F), c’est-a-dire, que

(1) M est une borne supérieure de F et
(2) si N est une borne supérieure de F, alors M < N.

La partie (1) est vraie par la définition de M. Pour montrer (2), soit N une borne supérieure
de E. Supposons, par contradiction, que M > N. Choisissons ¢ := M — N. On a € > 0 donc,
par hypothese, il existe = € E tel que M —¢ < z. Il s’ensuit quex > M —e = M — (M —N) =
N, contredisant que N est une borne supérieure de E. O

3. Cette proposition est un exemple d’énoncé de la forme « A est vrai si et seulement si B est vrai »,
c’est-a-dire, A et B sont équivalents. On note ce type d’énoncé comme « A <= B », oul le symbole <—
signifie « si et seulement si ». La démonstration doit alors comprendre deux étapes : montrer que A implique
B (noté A = B), et montrer que B implique A (noté A <= B). Ainsi, ces deux étapes sont notées ( =)
et (<= ) dans la démonstration.
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1.5 Exercices

(1.1)
(1.2)

(1.3)
(1.4)

(1.5)
(1.6)

(1.7)

(1.8)
(1.9)

(1.10)

(1.11)
(1.12)
(1.13)

(1.14)
(1.15)
(1.16)
(1.17)
(1.18)

(1.19)

Démontrer la Proposition 1.3(b). Bien identifier chaque axiome utilisé.

Démontrer la Proposition 1.5(b). C’est-a-~dire, montrer quesiz € R, x #0et y € R
sont tels que xy = 1, alors y = 2~ !. Bien identifier chaque axiome utilisé.

Montrer que si x € R et z # 0, alors (z7')~! = z. Bien identifier chaque axiome
utilisé.

Montrer que si zy = 0 alors x = 0 ou y = 0. Bien identifier chaque axiome utilisé.
[Indice : preuve par contradiction. |

Démontrer la Proposition 1.7(b). Bien identifier chaque axiome utilisé.

Montrer que si # > 0 et y < 0, alors zy < 0. Déduire que si > 0 alors 27! > 0.
Bien identifier chaque axiome utilisé.

Montrer que si 0 < x < y, alors 2= > y~!. Bien identifier chaque axiome utilisé.
[Indice : considérer y — z.|

Montrer que si z > 0 et y > 0 alors 4y > 0. Bien identifier chaque axiome utilisé.
Montrer par récurrence que n > 0 pour tout n € N. Bien identifier chaque axiome
utilisé.

Soit (S, +, -, <) un systéme satisfaisant les axiomes (A1), (A2) et (A3) (avec S au
lieu de R), mais pas la propriété d’Archimeéde (avec S au lieu de R). Montrer qu’il
existe un élément w € S tel que n < w pour tout n € N (un «élément infini») et

un élément ¢ € S tel que € < % pour tout n € N (un «élément infinitésimaly ). Bien
identifier chaque axiome utilisé.

Montrer que x —1 < z et x+1 > x pour tout x € R. Bien identifier chaque axiome
utilisé. [Indice : utiliser le Théoréme 1.9.]

Soit a € R tel que a > 0. Montrer qu’il existe un unique nombre réel x > 0 tel que
2
x° =a.

Montrer que si un ensemble £ C R posséde un minimum, alors inf £ = min F
(Proposition 1.23(b)).

Soit B = {55 : n € N}, trouver inf E' et sup E.
Soit B = {;7%5 : n € N}, trouver inf E' et sup E.
Soit £ = {x € Q : z > 0}, trouver inf £ et sup E.
Soit E = {x € Q : 22 < 4}, trouver inf F et sup F.

Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement. Montrer que si a < sup F
alors il existe € E tel que a < z. (Remarque : ce fait a été utilisé et expliqué
plusieurs fois dans les démonstrations de ce chapitre.)
Soient A C R et B C R deux ensembles non vides bornés supérieurement tels que
A C B. Montrer que

sup A < sup B.
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(1.20) Soit F C R un ensemble non vide borné supérieurement, soit r € R, et soit
r+E={r+z:z€ L}

Montrer que
sup(r + E) = r + sup(FE).

(1.21) Soit £ C R un ensemble non vide borné supérieurement, soit r > 0, et soit
rE = {rz:xz € E}.
Montrer que
sup(rF) = rsup(E).

(1.22) Soit E = {1+ -5 : n € N}, trouver inf E et sup E.

(1.23) Soient A C R et B C R des ensembles bornés supérieurement. Soit A + B =
{a +b:a € Ab € B}. Montrer que A + B est borné supérieurement et que
sup(A + B) < sup(A) + sup(B). Formuler et démontrer un énoncé semblable pour
Pinfimum.
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Chapitre 2

Suites et convergence

Le but de ce chapitre est de définir la notion

lim a,
n—oo

de la limite d’une suite de nombres réels (a, ), et de démontrer certains résultats. Bien que
cette notion ait déja été introduite dans les cours de calcul différentiel et intégral, 'approche
était davantage axée sur les méthodes de calcul. Dans ce cours, nous nous concentrons sur
la formulation rigoureuse de cette notion et sur la démonstration de théorémes.

2.1 Définition de la limite d’une suite

Définition 2.1. Une suite est une famille de nombres réels

(an)ff:l = ((11, ag, asg, . . )

indexés par les entiers naturels n € N = {1,2,3,...}. Les nombres a,, € R sont appelés les
termes de la suite (a,)%°

n=1"
Exemple 2.2.
(1) Sibe R, lasuite (b)22, = (b,b,b,...) est la suite constante b.
(2) Pour tout ¢ € R, on a la suite (¢")>2; = (¢, c?, ¢?,...) des puissances de c.

(3) La suite des nombres pairs est la suite (a,)?°, donnée par a, = 2n, c’est-a-dire,
(2n)>, = (2,4,6,8,10,...).
(4) Pour toute fonction f : N — R, on a une suite (a,)2,, ot a, = f(n). Inversement,
toute suite (a,,)>2, détermine une fonction f: N — R, ou f(n) == a,.
(5) La suite de Fibonacct est la suite (F,,)2°, définie par récurrence par
=1
=1
F,=F, 1+ F,_o, pourtoutn > 3.
Les quelques premiers termes sont donnés par

(Fo)py = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...).
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Pour définir la notion de la limite d’une suite, rappelons d’abord que la wvaleur absolue
d’un nombre réel x est définie par

x ;six >0
|z = L
—x ;sixz<O.
On utilisera fréquemment que
r < |zx| pourtout z € R (2.1)

et que
lz| <y <<— —y<az<y (2.2)

(Exercice (2.1)). En particulier, I'identité suivante sera utile :

lt—Ll<e <= L—-—e<ax<L+e <<= z€(L—¢L+e¢) (2.3)

pour tous nombres réels z, L € R et € > 0 (Exercice (2.3)). En général, on interpréte |z — y|
comme la distance entre x et y.

La propriété fondamentale de la valeur absolue, pour ce qui a trait & 'analyse, est [’in-
égalité triangulaire :

Théoréme 2.3 (Inégalité triangulaire). On a

|z +y| <|z|+ |y| pour tout x,y € R. (2.4)
Démonstration. Soit z,y € R, on a

o+ 91 = (x+y)* = 2 +y* + 20y < [l + |y + 2lay| = (2] + |y])*,
donc |z +y| < |z| + |y|. O
Définition 2.4. Un nombre réel L est la limite d'une suite (a,)32; si pour tout € > 0, il
existe un entier N € N tel que
la, — L| < e pour tout n > N.

Dans ce cas, on dit que la suite converge vers L, et on écrit

lim a, = L.
n—oo

Si aucune limite n’existe, on dit que la suite (a,)>, diverge.

Le point crucial de cette définition est que le nombre € > 0 peut étre aussi petit que
I'on désire. Par exemple, soit ¢ = 107!%° la définition implique que, éventuellement, la
différence entre L et les termes a, va étre d’au plus 10719, Plus littérairement, la définition
de convergence peut étre énoncée comme suit :

« Pour tout intervalle centré en L, aussi petit soit-il, les termes de la suite sont
éventuellement tous contenus dans cet intervalle. »
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Exemple 2.5. Soit a, = 1, montrer que (a,);2, converge vers L = 0.

Solution. Soit € > 0. Nous avons |a, — L| = |+ — 0] = . Nous devons donc trouver un
nombre N € N tel que % < e pour tout n > N. Il suffit de prendre un entier N > 1/e par la
propriété d’Archimede (Théoréme 1.10). En effet, sin > N, alors |a, —L| =+ < & <e. O

Exemple 2.6. Soit

n
apn = )
n+1
montrer que (a,)> ; converge vers L = 1.
Solution. Soit € > 0. Nous avons
— 1 —1 1
- L] = n_ ] ]n (n—i—): _ |
n+1 n+1 n+1 n+1

Nous devons trouver N tel que #1 < ¢ pour tout n > N. Prenons un entier N > % par la
propriété d’Archimeéde (Théoréme 1.10). Alors, pour tout n > N, nous avons

1 < 1 oL
n+1 - N+1 N

Exemple 2.7. Soit b € R, montrer que la suite constance (b)3° , converge vers b.

la, — L| = <e. O

Solution. Soit a,, := b pour n € N. On veut montrer que lim,,_.o, a, = b. Soit £ > 0. Prenons
N = 1. Alors, pour tout n > N,on a |a, —b| =|b—b =0 <e. O

Exemple 2.8. Montrer que la suite

((_1)71)20:1 = (_17 17 _17 17 . )
diverge.

Solution. Il faut montrer qu’aucun nombre L € R n’est la limite de cette suite. Soit L € R.
On doit montrer qu’il existe un nombre ¢ > 0 tel que, pour tout N € N, il existe n > N
pour lequel |a, — L| > ¢. Prenons ¢ := % Soit N € N. Si L > 0, on prend un nombre impair
n > N. Ainsi, on obtient |(—=1)" = L|=|—-1—-L|=1+L>1>$=¢.5i L <0, on prend
un nombre pair n > N. Cela conduit & [(=1)" = L|=[1-L|=1-L>1>1i=¢. O

Pour parler de [a limite d’une suite, il faut montrer que si une limite existe telle qu’a la
Définition 2.4, alors cette limite est unique.

Proposition 2.9. Soient L et M des limites d’une suite (a,)3> . Alors, L = M.

Démonstration. 11 suffit de montrer que |L — M| < € pour tout € > 0 (Proposition 1.26). Soit
e > 0. Puisque lim,,_,, a,, = L, il existe N; € N tel que |a,, — L| < £/2 pour tout n > N;. De
méme, avec lim, ,o a, = M, on a Ny € N tel que |a, — M| < £/2 pour tout n > Nj. Soit
n = max (N, Ny). Alors, n > N; et n > N, donc, par I'inégalité triangulaire (2.4),

L —M|=|(L—ay)+ (an—M)| <|L—ap|+|a, — M| = |a, — L| + |a, — M| < 5+ 5 =¢.

Puisque € est arbitraire, cela implique que |L — M| = 0 (Proposition 1.26), et donc L =
M. O
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2.2  Quelques propriétés des limites

Théoréme 2.10 (Théoréme du sandwich). Soient (a,)5,, (by)2

o, et (c,)2, des suites
telles que

a, <b, <c, pourtoutn e N.

Si (a,)52, et (¢,)52, convergent vers la méme valeur L, alors (b,)22, converge aussi vers L.

Démonstration. Soit € > 0. Puisque lim,,_, a,, = L, il existe N; € N tel que
la, — L] < e pour tout n > Nj.

De méme, puisque lim,,_,, ¢, = L, il existe Ny € N tel que
lc, — L| < e pour tout n > Ns.

Soit N := max(Ny, Ny). Alors, pour tout n > N, nous avons n > Nj et n > Ny, et donc
L—e¢<a,<b,<c¢c,<L+e.

Ainsi, |b, — L| < € pour tout n > N, et donc lim,,_, b, = L. O

Exemple 2.11. Montrer que

n—oo N,
Démonstration. Observons que
1 1
0<— <— pour tout n € N.
n n

Etant donné que lim,_,. 0 = 0 (Exemple 2.5) et lim,_, % = 0 (Exemple 2.7), le théoréme
du sandwich (Théoréme 2.10) nous permet de conclure que lim,, # =0. O

Exemple 2.12. Montrer que

. sinn
lim =0.
n—oo n
Solution. Nous avons )
1 sinn 1
—— < < -
n n n

Il a été démontré que lim,, % = 0. De maniére analogue lim,, —% = 0. Ainsi, le théoréme
du sandwich (Théoréme 2.10) implique que lim,, o, =2 = 0. O

Définition 2.13. Une suite (a,)32, est dite bornée s'il existe des nombres réels m et M
tels que
m<a, <M

pour tout n € N.

Exemple 2.14. Considérons la suite (a,)5%, définie par a, = % Cette suite est bornée,
car pour tout n € N, nous avons —1 < a,, < 1. En revanche, la suite définie par a, = n?
n’est pas bornée.
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Proposition 2.15. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (a,)?; une suite convergente et L = lim,,_,, a, sa limite. En utilisant
la définition de la limite avec € = 1, on obtient qu'il existe N € N tel que |a,, — L| < 1 pour
tout n > N. Autrement dit,

L—-1<a,<L+1

pour tout n > N. Soit
M = max{ay,aq9,...,an_1,L+ 1}

et
m = min{ay, as,...,an_1, L — 1},
on a que
m<a, <M
pour tout n € N. ]

Il est important de noter que la Proposition 2.15 ne va que dans un sens : elle affirme que
st une suite est convergente, alors elle est bornée. L’énoncé inverse n’est pas vrai, c¢’est-a-dire
qu’une suite bornée n’est pas nécessairement convergente. Par exemple, la suite ((—1)")0, =
(—1,1,—1,1,...) de 'Exemple 2.8 est bornée, mais divergente.

Il est souvent plus pratique de reformuler la définition d'une suite bornée de la fagon
suivante.

Lemme 2.16. Une suite (a,)>, est bornée si et seulement si il existe B > 0 tel que |a,| < B
pour tout n € N.

Démonstration. Soit (a,)2; une suite bornée. Par la Définition 2.13, il existe m, M € R tels
que m < a,, < M pour tout n € N. On a donc

—|m| = |M| < =m|<m <a, <M <|M|<|m|+|M| pourtoutn €N,

c’est-a-dire,
la,| < |m|+|M| < |m|+|M|+1 pour tout n € N,
On peut donc prendre B = |m|+ | M|+ 1.
Inversement, soit (a,)5; une suite telle qu’il existe B > 0 tel que |a,| < B pour tout

n € N. Alors, —B < a, < B pour tout n € N, et on peut donc prendre m = —B et
M = B. m

Exemple 2.17. Montrer que la suite (n)>2, = (1,2,3,...) est divergente.

n=1 "

Solution. Si la suite (n)5°, converge, alors elle est bornée (Proposition 2.15), contredisant

la propriété d’Archiméde (Théoréme 1.10). O

Il est utile de savoir que les limites sont compatibles avec les opérations d’addition, de
multiplication, et de division :

Théoréme 2.18. Soient (a,)5° et (b,)2, des suites convergentes, et ¢ € R. Alors
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lim (a, + b,) = (hm an) + <lim bn>

n—oo n—o0 n—o0

lim ca,, = ¢ lim a,
n—oo n—o0

lim a,b,, = <lim an> (lim bn>
n— 00 n— 00 n—00

(d) Silim, . b, # 0, alors

Démonstration. (a) Soit L = lim,,_, a, et M = lim,,_,, b,. On veut montrer que lim,, o (a,+
b,) = L + M. Soit ¢ > 0. Puisque lim,, .o a, = L, il existe N; € N tel que |a, — L| < ¢/2
pour tout n > Nj. Puisque lim,,_.,. b, = M, il existe Ny € N tel que |b, — M| < /2 pour
tout n > N,. Soit N := max(Ny, Ny). Alors, pour tout n > N, on an > Ny et n > Ny, donc
par l'inégalité triangulaire (2.4),

|(an+bn)_(L+M)| - |<an_L)+(bn_M)|
<|a, — L| + |b, — M|
<e/2+¢/2
=£.

Il s’ensuit que lim,, o (a, + b,) = L + M.

(b) Soit L = lim,,_, a,. On veut montrer que lim,,_,, ca, = cL. Si ¢ = 0, le résultat est
trivial (lim,,_,o, 0 = 0). Supposons que ¢ # 0. Soit € > 0. Puisque ¢ # 0, on a |¢| > 0 et donc
e/|e| > 0. En utilisant ¢/|c| > 0 dans la définition de la limite lim, . a, = L, on trouve
qu’il existe un entier N € N tel que |a,, — L| < €/|c| pour tout n > N. Il s’ensuit que pour
tout n > N, on a |ca, — cL| = |c||la, — L| < |cle/|c| = e.

Les parties (c) et (d) sont laissées en exercice (Exercice (2.11)). O

Remarque 2.19. Dans la partie (4), on ignore les termes ‘;—: ou b, = 0. Cela ne pose pas
probléme, car la condition lim,, .. b, # 0 implique que b, # 0 pour tout n suffisamment
grand (c’est-a-dire qu’il existe N € N tel que b,, # 0 pour tout n > N ; voir Exercice (2.10)).

Exemple 2.20. Montrer que
2n+1 5

1m

Solution. On a
2n+1  2+1/n

n+5 1+5/n

Puisque limnﬁoo% = 0 (Exemple 2.5) et lim,_,,, b = b pour tout b € R (Exemple 2.7), les
parties (a) et (b) du Théoréme 2.18 montrent que

lim(2+1/n)=2+0=2 e lim(1+5/n)=14+5-0=1.

n—oo n—oo
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Comme lim,, ,o(1 4+ 5/n) # 0, la partie (d) du Théoréme 2.18 implique que

2 1 2+1 2
lim 2L gy 2ELM 2 O

Proposition 2.21. Soient (a,)22, et (b,)5°, deux suites convergentes telles que

lim a, =L et lim b, =M.

n—oo n—0o0

Si a,, <b, pour toutn € N alors L < M.

Démonstration. 11 suffit de montrer que L < M + € pour tout € > 0 (Proposition 1.27).
Soit ¢ > 0. Puisque lim,, (b, — a,) = M — L (Théoréme 2.18), il existe N € N tel que
|(b, — a,) — (M — L)| < € pour tout n > N. Puisque by —ay > 0, on a L — M <
(by —an) + (L —M) < |(bx —an)+ (L — M)| < e. Comme € > 0 est arbitraire, on conclut
que L < M. ]

On obtient immédiatement :

Proposition 2.22. Soit (a,)>2, une suite telle que lim,_,o,a, = L. Si b € R est tel que
a, < b pour tout n € N, alors L < b. De méme, si a,, > b pour tout n € N, alors L > b.

Démonstration. On applique la Proposition 2.21 avec la suite constante ()2 ;. ]

Proposition 2.23. Soit (a,)?2, une suite telle que lim,,_,, a, = L. Alors,

lim a,_1 = L,
n—oo

ot la suite (a,—1)5, est définie en choisissant ag arbitrairement.

Démonstration. Soit € > 0. Puisque lim,,_,, a,, = L, il existe N € N tel que |a,, — L| < & pour
tout n > N. Il s’ensuit que pour tout n > N+1,onan—1> N, et donc |a,_ 1 —L| <e. O

2.3 Suites monotones

Jusqu’ici dans ce chapitre, nous n’avons pas utilisé le principe de complétude (A4), et
donc les mémes définitions et résultats fonctionnent pour le systéme des nombres rationnels.
En revanche, le prochain théoréme utilise de maniére essentielle le principe de complétude.
Pour le formuler, nous commencons par la définition suivante.

Définition 2.24. Une suite (a,)°, est croissante si

ap <az<az3<ag <---
c’est-a-dire a,, < a,1 pour tout n € N. La suite est strictement croissante si a, < @,
pour tout n € N. De méme, une suite (a,,); est décroissante si a,, > a,1 pour tout n € N
et strictement décroissante si a, > a,,1 pour tout n € N. Une suite est monotone si
elle est croissante ou décroissante.
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Théoréme 2.25 (Théoréme de convergence monotone). Toute suite monotone et bornée est
convergente.

Démonstration. Soit (a,)>2; une suite croissante bornée. En particulier, ’ensemble E =
{a, : n € N} est borné supérieurement. Par le principe de complétude (A4), L = sup(FE)
existe. Nous allons montrer que lim,,_,o, a, = L. Soit ¢ > 0. Puisque L — ¢ < sup(F), L — ¢
n’est pas une borne supérieure de E (car sup(FE) est la plus petite borne supérieure). Donc
il doit exister au moins un N € N tel que L — e < ay. Puisque (a,)5°, est croissante, nous
avons

L—cs<an<a,<L<L+¢

pour tout n > N. Autrement dit, |a, — L| < & pour tout n > N, c’est-a-dire lim,, ,o, a,, = L.

Si (an)5, est décroissante et bornée, alors la suite (—a,)2%; est croissante et bornée.
Par le précédent paragraphe, (—a,)> , est convergente. Par le Théoréme 2.18(b), (a,)32, est
aussi convergente et lim,, .., a, = —lim,, o, —a,. O

Remarque 2.26. La démonstration montre, plus précisément, que si (a,)5; est croissante
et bornée, alors

lim a, = sup{a, : n € N}.

n—oo
En particulier, la limite L = lim,,_, a, satisfait a,, < L pour tout n € N. De méme, si

(@)%, est décroissante et bornée, alors

lim a, = inf{a, : n € N}.

n—oo
Exemple 2.27. Montrer que

lim — =0.

n—oo \/_

Solution. La suite (1/4/n)5%, est décroissante et bornée entre 0 et 1. Par le théoréme de
convergence monotone (Théoréme 2.25), lim,, ., 1/v/n = L existe. Par le Théoréme 2.18(c),

L? = limnﬁoo(\/iﬁ . \/Lﬁ) = lim,, 00 + = 0 (Exemple 2.5). Par conséquent, L = 0. O
Exemple 2.28. Soit —1 < ¢ < 1, montrons que

lim ¢" = 0.

n—o0

Solution. Supposons, tout d’abord, que 0 < ¢ < 1. On a ¢" — "' = (1 — ¢)c™ > 0 donc
¢ > ™ pour tout n € N. La suite (a,)5%;, ou a, = ¢", est donc décroissante. De plus,
0 < ¢ < 1 pour tout n € N, donc (a,)5, est bornée. Par le théoréme de convergence
monotone (Théoréme 2.25), la limite lim,,_, a, = L existe. Nous allons montrer que L = 0.
Par le Théoréme 2.18(b), nous avons

L= lim a, = lim ca,_ 1—chman 1 =cL,
n—oo n—oo

et donc (1 — ¢)L = 0. Puisque 1 — ¢ # 0, ceci implique que L = 0.

Si ¢ =0, alors ¢ = 0 pour tout n donc lim,,_,,, ¢ = 0.

Finalement, supposons que —1 < ¢ < 0. Soit & > 0. Nous avons 0 < |¢| < 1, donc
lim,, o |c|™ = 0. Il existe alors N € N tel que |¢|" < € pour tout n > N, et donc |¢" — 0| =
le|™ < e pour tout n > N. Il s’ensuit que lim,, o, ¢" = 0. O
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Exemple 2.29. Soit (a,)°, la suite définie par récurrence par

a1:2

+ ,  pour tout entier n > 2.
2 Gp—1

Montrer que lim,, . a,, = V2.

Solution. Pour établir la convergence, nous montrerons que la suite (a,)32; est décroissante
et bornée et appliquerons le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.25).
Pour montrer que (a,)5°, est décroissante, c’est-a-dire a,1 > a, pour tout n € N, on

observe d’abord que
a, 1 2 —a?
il — Gy = — 4+ — —a, = n. 2.5
(n+t =4 2 * ap, ¢ 2a, (2:5)

1l suffit alors de montrer que a, > 0 et 2 — a2 < 0 pour tout n € N.

Commencons par démontrer par récurrence que a, > 0 pour tout n € N. Le cas n = 1 est
donné : on a a; = 2 > 0. Supposons maintenant que a, > 0 pour un certain n € N. Alors,
Uny1 = G+ % > (. Par récurrence, il s’ensuit que a,, > 0 pour tout n € N.

Montrons maintenant, toujours par récurrence, que a2 > 2 pour tout n € N. Le casn = 1
est évident : a? = 22 = 4 > 2. Maintenant, pour tout entier n > 2, on a

2 2 2
2 Ap—1 1 apn_q 1 Ap—1 1
—2= —2= —1 = - >0,
n ( > an_l) 4 * az_, ( 2 an_l) -

n

et donc a2 > 2.

L’équation (2.5) implique donc que (a,)$°; est décroissante. On a aussi 0 < a,, > a; =
2 pour tout n € N, donc (a,);2, est bornée. Par le théoréme de convergence monotone
(Théoreme 2.25), la limite

L= lim a,
n—oo

existe.

Puisque a2 > 2 et a,, > 0, nous avons a,, > V2 pour tout n. La Proposition 2.22 implique
alors que L > /2, et en particulier, L # 0. Par le Théoréme 2.18, nous avons donc

Ay 1 L 1

Lzliman:hm(Zl—i- )ZE—F—.

n—oo n—oo Ap—1 L

En simplifiant cette équation, on trouve L? = 2. Puisque L > 0, il s’ensuit que L = v/2. O

Le prochain théoréme est une conséquence du théoréme de convergence monotone qui
sera utile dans les prochaines sections.

Théoréme 2.30 (Théoréme des segments emboités). Soient I, = [ay, by, pour n € N, des
segments emboités, c’est-a-dire 1,1 C I, pour tout n € N. Alors l'intersection

m[n:{a:E]R:angxgbnpourtoutnEN}
n=1

est non vide.
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Démonstration. Puisque 1,11 C I, et api1,bp11 € Iyy1, On & apiq, b1 € I, c’est-a-dire
an < aprq < bpy1 < b, pour tout n € N.

En particulier, la suite (a,, )22 est croissante. Elle est aussi bornée, car a; < a,, < by pour tout
n € N. De méme, la suite (b,)7°, est décroissante et bornée. Par le théoréme de convergence
monotone (Théoréme 2.25), les limites

a:=lima, et b:= lim b,
n—o0 n—oo

existent. Par la Proposition 2.22, on a a < b, et par la Remarque 2.26,
a, <a<b<b,

pour tout n € N. Par conséquent, tous les points dans le segment [a, b] sont contenus dans
intersection ()~ I,. En particulier, a € (.2, I,. O

2.4 Le nombre d’Euler

Nous introduisons maintenant le nombre d’Euler
e = 2.718281828459045 . ..

soit I'un des plus importants nombres réels en mathématiques. Pour le définir, nous mon-

trerons que la suite ((1 + 1)")2, est convergente en utilisant le théoréeme de convergence

monotone, et définirons le nombre d’Euler comme sa limite :

1 n
e = lim (1 + —) .
n— 00 n

Pour montrer la convergence, nous aurons besoin des deux résultats standards suivant.

Théoréme 2.31 (Formule du binéme de Newton). Pour tout z,y € R et n € N, on a

o

sont les coefficients binomiauz. O

Démonstration. Pour développer Uexpression (x +y)" = (z+y)(z +y) - - - (x +y), on choisit
x ou y dans chacun des termes (x+1%) et on les multiplie. Le coefficient de 2" *y* correspond
alors au nombre de fagons de choisir n— k& fois le terme x et k fois le terme y. Par la définition

du coefficient binomial, il y a (Z) facons de le faire. m
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Exemple 2.32.

(x+y)* =a” + 22y +y°
(z +y)* = 2® 4+ 32%y + 3zy® +°

4 .4 3 2 2 3, .4
(x+y)" =a" + 4o’y + 62°y” +4zy” + y

Théoréme 2.33. Pour tout r € R, on a

1 —pntl
Tdr+r+ = ——
1—7r
Démonstration. Soit
Sp=14r4+r 4+ " (2.6)
Alors,
TSy =1 +17 4" (2.7)
En soustrayant (2.7) a (2.6), on obtient
Sp — TSy =1 — L
et donc s,, = % O

Soit

(15)
ap,=(1+—1) .
n

Montrons que la suite (a,)5° est croissante. Par la formule du bindéme de Newton (Théoréme
2.31), 0n a

n 1 nn-1) 1 nnh-1)n-2) 1 nn—1)---2-1
— 1+ .= L S il
+1 n+ 21 anL 3! n3+ n! nn
1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
— I+l (1—=) 4+ (1==)(1=-2)+ - +=(1-=)(1-= 1-
21 n 3! n n n! n n n

On a donc aussi

1 1 1 1 2
=114+~ (1- “ (1= 1
(1 * +2!< n+1)+3!( n—i—l)( n+1)
1
. 1
L [ 1 1 (2.9)
(n+1)! n+1 n+1 n+1 '




On remarque que la somme (2.8) a n+ 1 termes, tandis (2.9) a n+ 2 termes. De plus, chaque
terme de a,, est plus petit ou égal au terme correspondant de a,, c’est-a-dire

p () (-0 (-5 = () O i) - (05

pour tout k. Puisque le dernier terme de a,1 dans (2.9) est positif, on trouve que

ayn < Ap41

pour tout n, et donc la suite est croissante. En particulier, a,, > a; = 2 pour tout n € N. Il
suffit alors de montrer que la suite (a,)%; est bornée supérieurement.

Lemme 2.34. Pour tout k € N, on a 281 < k!,

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur k. Le cas ou k = 1 découle du
fait que 271 = 2° = 1 < 1 = 1!. Supposons que 2¥~! < k! pour un certain k. Alors,
F=2.21 <2 kI < (k+1) -kl = (k+1). O

Il s’ensuit que 1/k! < 1/257! pour tout k. Puisqu'on a aussi (1 — £) < 1 pour tout &,

'identité (2.8) et le Théoréme 2.33 impliquent que

1 1 1—(1/2)"
2<a, <1l+1+=-4+—+4---+ =1+ (/)—1+2—

= —_— = < 3.
2 22 2n—1 1—-1/2 2n—1

Il s’ensuit que 2 < @, < 3 pour tout n € N, donc (a,)%, est bornée. Par le théoréme de
convergence monotone (Théoréme 2.25), la limite

1 n
e:= lim a, = lim <1—i——)
n

n—oo n—oo
existe. De plus, par la Proposition 2.22,

2<e<3.

2.5 Ensembles dénombrables et non dénombrables

Le but de cette section est d’introduire la notion d’infini dénombrable et d’infini non
dénombrable et de montrer que I'ensemble Q des nombres rationnels contient une infinité
dénombrable d’éléments, tandis que son complément, les nombres irrationnels, en contiennent
une infinité non dénombrable.

Définition 2.35. Un ensemble E est dénombrable si ses éléments peuvent étre énumérés,
c’est-a-dire s’il existe une suite (a,), telle que £ = {a, : n € N}. Dans ce cas, la suite
(a,)5e, est appelée une énumeération de E. On dit que E est infini dénombrable s'il est
dénombrable et n’est pas fini.

Il est important de noter que I’énumération (a,)22; n’est pas unique pour un ensemble
donné. Par exemple, si E = N, alors les suites (1,2,3,4,5,...) et (2,1,4,3,6,5,...) sont deux
énumérations possibles de F.
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Exemple 2.36.

(1) Tout ensemble fini est dénombrable. Par exemple, si £ = {—%, 0,
possible est (a,)3, = (—%, 0, g, %, %, %, cl)
(2) L’ensemble N des entiers naturels est infini dénombrable (avec a,, = n).

3

=}, une énumération

(3) De méme, 'ensemble 2N des nombres pairs est infini dénombrable (avec a,, = 2n).

(4) Plus généralement, si E est dénombrable et A C E est un sous-ensemble, alors A est
aussi dénombrable.

(5) L’ensemble Z des entiers relatifs est dénombrable. On peut énumeérer ses éléments
comme suit :
Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...},

c’est-a-dire, avec la suite

n/2 si n est pair
Ay, = . . .
—(n—1)/2 sin est impair.

Il est remarquable que bien que 1’ensemble QQ des nombres rationnels soit dense (Théoréme
1.14), il est néanmoins dénombrable.

Proposition 2.37. L’ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable.

Démonstration. 1l existe plusieurs fagons d’énumeérer les éléments de Q. L’une des plus
simples consiste a commencer par énumérer les nombres rationnels positifs Q4 = {% :
a,b € N} comme illustrée dans de diagramme suivant.

1 1
1 2

Wl
=

Ao — vt

NN

NONONN

—lw — N

wlw
= o
ol

N[
ol

NN N

SRV

NONONN

ot — =

DOt
wlot
ot
(Sl

On obtient ainsi une suite

© _ (11232112
(an)nzl - (T? 2717129273747 37" " )
telle que Q4 = {a, : n € N}. Une énumeération de QQ peut ensuite étre obtenue avec

Q: {O,Cll,_al,GQ,_GQ,ag,_ag,...}. D
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Le méme argument peut également étre utilisé pour montrer :

Proposition 2.38. Soient E, des ensembles dénombrables, ou n € N. Alors, leur union?
U,—, E, est aussi dénombrable.

Démonstration. Pour tout n € N, I’ensemble F,, est dénombrable, donc il existe une énumé-
ration (anm)5e_; de E,. Cest-a-dire,

E, ={aum :m € N} pour tout n € N.

On construit une énumeération de 'union de la maniére suivante

aiy — a2 a1z — Q14 15

S S LS

21

l////
////

aq1

l////

En revanche, les nombres réels R ne peuvent pas étre énumérés.
Théoréme 2.39. L’ensemble R des nombres réels est non dénombrable.

Démonstration. Supposons, par contradiction, que R est dénombrable. Le sous-ensemble
I :=10,1] C R est alors également dénombrable. Soit I = {a,, : n € N} une énumération de
I. Considérons un segment I; C I tel que a; ¢ I; (par exemple, si a; > 0 on peut prendre
I, = [0,a1/2] et si a = 0 on peut prendre I = [1/2,1]). De méme, trouvons un segment
I, C I tel que as ¢ I. On poursuivant de cette maniére, on obtient des segments emboités
I,, tels que a, ¢ I, pour tout n € N. Par le théoréme des segments emboités (Théoréme
2.30), il existe z € R tel que x € I, pour tout n € N. Puisque a, ¢ I,, on a = # a, pour
tout n € N. Cela signifie que = ¢ {a,, : n € N} = I, contredisant que z € I; C I. O

Corollaire 2.40. L’ensemble des nombres irrationnels est non dénombrable.

Démonstration. Puisqu’une union d’ensembles dénombrables est dénombrable, si R\ Q est
dénombrable, alors R = QU (R \ Q) l'est aussi. O

1. L’union |-, E, est I'ensemble des z € R tels que = € E,, pour au moins un n € N.
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On conclut alors que, bien que les nombres rationnels et irrationnels forment deux en-
sembles infinis et denses, il y a, d’une certaine maniére, “plus” de nombres irrationnels que
de rationnels, car les nombres irrationnels ne peuvent pas étre énumérés.

Terminons par une reformulation de la densité des nombres rationnels et irrationnels qui
sera utile.

Proposition 2.41. Soit x € R. Alors, il existe une suite (a,)5°; de nombres rationnels telle
que limy,,_,o a,, = x. De méme, il existe une suite (b,)5, de nombres irrationnels telle que
lim,, o b, = x.

Démonstration. Pour tout n € N, le Théoréeme 1.14 implique qu’il existe a,, € Q tel que
r<a, <zx+ % Par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.10), on a lim, . a, = z. La
deuxiéme partie est démontrée par un argument similaire. O

2.6 Sous-suites

Soit une suite (a,)22;, on peut obtenir d’autres suites comme, par exemple,

(ag)iey = (az, a4, ag, as, ap, . - .)

ou
(akQ)zozl = ((Zl, aq, Qg, A16, A25, . . )

Plus généralement :

Définition 2.42. Soit (a,)22; une suite. Une sous-suite de (a,)°,; est une suite de la

forme (an, )72, = (Gny, Gy, Ang, - - ), OU g € N satisfont ny < ng <mng < ---.
Lemme 2.43. Soit (a,, )32, une sous-suite de (an)5e . Alors, ng > k pour tout k € N.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur k. Le cas de base k =1
découle du fait que n; > 1 car n; € N. Supposons que pour un certain k£ € N, on a n; > k.
Puisque ngy1 > ny et que ces deux nombres sont des entiers, on a ngy; > ng + 1. Il s’ensuit
que ngy1 > ng + 1 > k+ 1. Par récurrence, ng, > k pour tout k£ € N. O

Proposition 2.44. Soit (a,)3, une suite convergente. Toute sous-suite (an, )7, de (an)r,
converge et

i
Démonstration. Soit L = lim,,_,, a,. Soit € > 0. Puisque lim,,_,, a, = L, il existe N € N
tel que |a,, — L| < € pour tout n > N. En particulier, si K > N, on a nj, > k > N et donc
lan, — L| < e. O

Exemple 2.45. Montrer que la suite (a,)32; donnée par a, = (—1)" diverge.

Solution. Si la suite converge, alors toutes ses sous-suites convergent vers la méme limite
(Proposition 2.44). Mais (ag)5>; = (1)52, converge vers 1 et (ag11)72; = (—1)%2, converge
vers —1. 0
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Théoréme 2.46 (Théoréme de Bolzano—Weierstrass). Toute suite bornée posséde une sous-
suite convergente.

Démonstration. Soit (a,)5; une suite bornée :
m<a, <M pour tout n € N.

Le segment I; = [m, M| contient tous les termes a,. Si on sépare I; en deux segments égaux
L = [m,c] U [e,M], on ¢ = ™EM "alors un des deux segments [m,c| ou [c, M] contient
une infinité de termes a,. En effet, si [m,¢] et [¢, M] contiennent chacun un nombre fini
de termes a,, alors I; = [m, M] contient aussi un nombre fini de a,, contredisant le fait
que [; contient tous les a,. Appelons donc I, le segment [m,c|] ou [¢, M] qui contient une
infinité de termes a,. La longueur de [I5 est la moitié de celle de [, soit %(M —m). On
peut répéter le processus en divisant I, en deux segments égaux et en choisissant I3 C I
celui qui contient une infinité de termes a,. En continuant de la sorte, on obtient une suite
de segments emboités Iy DO I, DO I3 D I, O ---, qui contiennent chacun une infinité de
termes a,,, et tel que I est de longueur 216;_1(]\/[ —m). Par le théoréme des segments emboités

(Théoreme 2.30), il existe un nombre

o
Le ()
k=1
Puisque chaque segment I, contient une infinité de termes a,, on peut choisir une suite
ng < ng < ng < --- telle que a,, € I; pour tout £ € N. Nous allons démontrer que

lim, o a,, = L. En effet, a,, et L sont tous deux des éléments de I, qui est de longueur
71 (M —m), donc

1
[, = L} < 5= (M —m).

Puisque 5= (M — m) converge vers 0 (Exercice (2.4)), on a limj_, a,, = L (Exercice
(2.9)). O

Exemple 2.47. Montrer qu’il existe une sous-suite de

(an)p2 (”4 sin(1 +Cos(n>1nn)>oo

n=1" 1+ nt

n=1

qui converge.

Solution. Puisque |sinz| < 1 pour tout z € R, on a

<1

|an| =

n*sin(1 + cos(n)™™) - n?
1+ nt ~ 1+nt

et donc (a,,)2, est bornée entre —1 et 1. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme
2.46), (a,)9%, a une sous-suite convergente. O
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2.7 Suites de Cauchy

Revenons au principe de complétude. Nous allons voir dans cette section que ce principe
est lié au fait que, d’une certaine maniére, R contienne toutes ses limites. En revanche, cette
propriété n’est pas satisfaite par le systéme des nombres rationnels Q. Par exemple, la suite
a, = (1+ %)” converge vers le nombre d’Euler e = 2.71828 ... qui est irrationnel, bien que
a, € Q pour tout n. Le fait que R contienne toutes ses limites peut sembler évident, car,
dans la définition de la limite, on suppose déja que la limite est dans R. Cet énoncé peut
prendre un sens seulement s’il y a une fagon de déterminer si une suite est convergente sans
spécifier la limite. C’est en effet possible :

Définition 2.48. Une suite de Cauchy est une suite (a,)5°, telle que pour tout € > 0 il
existe N € N tel que
|G — an| < €

pour tous m,n > N.

Remarque 2.49. Puisque |a,, — a,| = |a,, — a,,| on peut énoncer la définition d'une suite
de Cauchy avec m > n > N plutdét que m,n > N.

Vérifions d’abord que les suites convergentes sont des suites de Cauchy :

Proposition 2.50. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit (a,)2, une suite convergente,
lim a, = L.
n—oo

Soit € > 0. En prenant $ dans la définition de la limite, on trouve qu’il existe N € N tel que
la, — L| < 5 pour tout n > N. Donc, par I'inégalité triangulaire (2.4), pour tout m,n > N,

on a
£

=e€. U
25

€
|am — an| = [(am — L) + (L — a,)| < lam — L+ |L — an| < §+
Le principe de complétude implique 'inverse :
Proposition 2.51. Toute suite de Cauchy est convergente.

Démonstration. Soit (a,)7, une suite de Cauchy. Commengons par démontrer que (a,)2

est bornée. En utilisant ¢ = 1 dans la définition d’une suite de Cauchy, on a qu’il existe
N € N tel que |a,, — a,| < 1 pour tout m,n > N. En particulier, pour tout n > N, on a

lan| = [(an — an) + an| < |an, —an| + |ay] < 1+ |ay].
Par conséquent, pour tout n € N on a
la,| < max(|aq], |az|, ..., |lanv_1],1+ |an]|),

et la suite est donc bornée (Lemme 2.16). Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme
2.46), il existe une sous-suite convergente (a,, )3>,. Soit

L = lim a,,.
k—o0
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Nous allons montrer que (a,);>; converge aussi vers L. Soit ¢ > 0. En utilisant § dans la
définition d'une suite de Cauchy, on obtient qu'’il existe N € N tel que |a,, — a,| < § pour
tout m,n > N. De méme, en utilisant § dans la définition de la convergence de a,,, il existe
K € N tel que |a,, — L| < 5 pour tout k > K. Soit k = max(K,N). Alors, k > K et
ng > k > N, donc pour tout n > N, on a

€
2

£
an = LI = (an = ny) + (@n, = DI < lan = an, | + lan, — L] < S+ 5 =2,

Donc lim,, o a,, = L. ]
Par les propositions 2.50 et 2.51, on a :

Théoréme 2.52. Une suite est convergente si et seulement si c¢’est une suite de Cauchy.
O]

Remarque 2.53. Il est aussi possible de démontrer le principe de complétude en supposant
que toute suite de Cauchy converge. Le principe de complétude est donc equivalant a la
convergence des suites de Cauchy.

Le prochain résultat donne un critére utile pour déterminer si une suite converge.

Proposition 2.54. Soit (a,,)2, une suite telle qu’il existe un nombre réel ¢ tel que
0<e<1

et
lapi1 — an| < cla, —an_1|, pour tout n > 2.

o0

Alors, la suite (a,)$%, est convergente.

Démonstration. On a
Un1 — Gy < Clan — Ay
S C2|an—1 - an—2|

< 63|CL”,2 — an,3|

IN

c”_1|a2 —aq,

et donc
|apy1 — an| < " Hag —ay| pour tout n € N, (2.10)

Si as = aq, (2.10) montre que a,+1 — a, = 0 pour tout n, alors la suite est constante et donc
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convergente. On peut alors supposer que as # ap. Ainsi, pour tout m > n, on a

’a'm - an‘ = ’(am - a'm—l) + (am—l - am—2) +---+ (a'n—i—l - a'n)l
S |am - am—1| + |am—1 - am—2| + e + |an+1 - an|
(par Iinégalité triangulaire (Exercice (2.2))

< (24 ) ag — ay (par (2.10))
="' 1+ce++ 4+ Y]ag — a4
1 — ¢m—n
= cn_ll;mg — a4 (Théoréme 2.33)
—c
_ Cn—l | |
as — aq.
[~ @
Montrons maintenant que (a,)5, est une suite de Cauchy. Soit € > 0. Puisque 0 < ¢ < 1,
on a
. Cnfl Cil .
lim las — a1 = lag — aq] lim ¢" =0
n—oo 1 — ¢ 1—-c n—00
(Exemple 2.28 et Théoréme 2.18(b)), donc il existe N € N tel que C{: las — a1] < € pour

(o

. -1
tout n > N. Par conséquent, pour tout m,n > N, on a |a, — a,| < T—laz — a1 < e. 1l

s’ensuit que (a,)°; est une suite de Cauchy et est donc convergente (Théoréme 2.52). [

Définition 2.55. Une suite qui satisfait I’hypothése de la Proposition 2.54 est appelée suite
contractante.

Exemple 2.56. Soit (F},)7°, la suite de Fibonacci (Exemple 2.2(5)). Montrer que
Fn+1 -

n

fum—

ou

= 1.61803...
est le nombre d’or.

Solution. Nous allons montrer que la suite (a,)5; = (F,11/F,)%, est contractante. Pour
tout n > 2, on a

F, F,+ F,_ Fo_ 1 1
n—l—l: nt n1:1+ n1_1+—:1+

Fn Fn Fn B Fn/Fn—l an—l.

Ay =

La suite (a,)22; satisfait donc la relation de récurrence

CL1:]_

1
a, =1+ ., pour tout n > 2. (2.11)
Qp—1

Montrons par récurrence que

3
5 S an <2 (2.12)



pour tout n > 2. Le cas o n = 2 découle du fait que ay = % = % 2. Supposons
5

que (2.12) est vraie pour un certain n > 2. Alors a,,1 = 1 + L <1+ 3/2 =3 <2et
1 =1+ - > 145 = 5. Par récurrence, (2.12) est valide pour tout n > 2. 1l s’ensuit que

pour tout n > 2, on a

La suite (a,)22, est donc contractante et (par la Proposition 2.54 avec ¢ = 4/9), la limite

1 1

ap Ap—1

’an - an71| |an - an71| 4

lim a, = L
n—oo

existe. Puisque a,, > 3/2 pour tout n > 2, on a L > 3/2 (Proposition 2.22) et donc L # 0.
Par (2.11), la Proposition 2.23 et le Théoréme 2.18, on a

1 1
L = lim a, = lim <1—|— ):14__7

n—00 n—00 A1 L
c’est-a-dire,
L*=L+1.
Les solutions de cette équation quadratique sont
1++5
2

1+V5 ]
5 -

L=

Puisque L > 0, on trouve L =

Par la relation de récurrence (2.11), on a

a1
1+1 1+ !
A2 = _— = P
° as 1+1
1—|—1 1+ !
a, = —_— =
4 as 1 1—_}_1
1 1
a5:1—|——:1+ 1
a4 1+1+%
1
1+1 1+ !
A = R
6 as 1+1+ 11
T+t

1+ -
1+ ! 7

n—An—1|-



ou la fraction se poursuit avec un nombre infini d’étages. Ce type de fraction est appelé
fraction continue.

2.8 Vers l'infini

Définition 2.57. On dit qu'une suite (a,)>2, tend vers oo, noté

lim a, = oo,

n—0o0
si pour tout z € R il existe N € N tel que a,, > x pour tout n > N. De méme, la suite tend
vers —oo, noté

lim a, = —o0
n—oo

si pour tout x € R il existe N € N tel que a,, < x pour tout n > N.

Exemple 2.58.
(1) La suite ()2, tend vers oo par la propriété d’Archimeéde (Théoréme 1.10).

a suite (n”)°2, tend vers co. En effet, soit x € R. Par la propriété rchimede

2) La suite (n?)2, tend En effet, soit R. Par | i6té d’Archimed
(Théoréme 1.10), il existe N € N tel que N > z. Donc, pour tout n > N, on a
n?>n>N>zx.

(3) Montrons que

lim /n = oo.
n—oo

Soit € R. Par la Propriété d’Archiméde, il existe N € N tel que N > 22, et donc
VN > z. 1l s’ensuit que pour tout n > N, on a /n > VN > .

Proposition 2.59. Soit (a,)°, une suite telle que a,, # 0 pour tout n et

lim a, = oo,

n—oo

et (b,)22, une suite bornée. Alors, ,
lim — = 0.
n—00 Qp,

Démonstration. Puisque (b,)°; est bornée, il existe un nombre B > 0 tel que |b,| < B pour
tout n € N (Lemme 2.16). Soit € > 0. Puisque lim,, o a, = 00, il existe N € N tel que
a, > B/e pour tout n > N. Il s’ensuit que pour tout n > N, on a |b,/a,| < B/a, < &, et
donc lim,, o b, /a, = 0. H

Exemple 2.60. La suite (cos(n))>2; est bornée donc, par 'Exemple 2.58(3), on a
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2.9 Exercices

(2.1)
(2.2)

(2.3)
(2.4)
(2.5)
(2.6)

(2.7)
(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)
(2.12)

(2.13)

(2.14)
(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Montrer (2.1) et (2.2).

Démontrer par récurrence que pour tous nombres réels x1,zo,...,z, € R,
e 2T e o B P [ Y [ S o o

Démontrer 1'équation (2.3).

Montrer que lim,,_, 2% = 0 directement selon la Définition 2.4.

=n"
2n

Montrer que lim,, (1 + ) = 1 directement selon la Définition 2.4.

Montrer que lim,, ng—il = 1 directement selon la Définition 2.4.

Montrer que lim,,_, 1% = 0 directement selon la Définition 2.4.

Soit (a,)%; une suite convergente, montrer que lim, . ao, = lim, o0 doni1 =
lim,, oo Q.

Soient (a,); et (b,)22, deux suites telles que lim,,_,o b, = 0 et |a, — L| < b, pour
tout n € N. Montrer que lim,,_,, a, = L.

Soit (b,)22, une suite convergente et ¢ € R tel que lim,_,, b, # ¢. Montrer qu’il
existe N € N tel que b,, # ¢ pour tout n > N.

Démontrer les parties (¢) et (d) du Théoréme 2.18.

: 2n
Montrer que lim,, a7 = 0.

. —1
Trouver lim,,_, %

_1
1+4cm”

Soit (a,,)2 ; une suite monotone telle que a,, > 0 pour tout n et lim,, o a, = L > 0.

Montrer que lim,,_ o \/a, = VL.

Soient (@)%, et (b,)52, deux suites telles que |a, — b,| < £ pour tout n. Montrer
que, si (a,)22; converge vers L, alors (b,)%; converge aussi vers L.

Soit ¢ > 0, trouver lim,, (La réponse dépend de c.)

Soit (an)52, la suite définie par

montrer que (a,)>, converge vers /3.

Soit (an)s2, la suite définie par

a1:1
. 2an_1 +3

1 pour tout n > 2.

Qn

Montrer que lim,, . a, = 3/2.
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(2.19)

(2.20)
(2.21)

(2.22)

(2.23)
(2.24)
(2.25)
(2.26)

(2.27)
(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Soit (an)p, une suite telle que

lim a,, = L.
n—oo

Montrer que
. ayFaxt+ - tay
lim

n—oo n

= L.

Soit (a,)?°; une énumération de Q. Montrer que la suite (a,)5°, diverge.

Soit (a,)S2, une suite telle que a, > 0 pour tout n € N, et lim, ,,,a, = L > 0.

Montrer que inf{a, : n € N} > 0.
(a) Soit (a,)2; une suite telle que les sous-suites (ag,-1)5% et (ag,)5, convergent
vers la méme valeur L € R. Montrer que (a,)>; converge aussi vers L.
(b) Soit (ay,)2, une suite telle que les sous-suites (az,—2)7 1, (a3,-1)32 1, et (a3,)2
convergent vers la méme valeur L € R. Montrer que (a,)22; converge aussi
vers L.

Soit (a,)52, une suite de Cauchy et (an, )52, une sous-suite telle que limy_, a,, =
L. Montrer que lim,,_,o a, = L.

Soit (a,)22; une suite telle que la suite (b,)5%; ot b, = >, _, |ax — aj41| converge.
Montrer que (a,)22, converge.

Soient ¢ € Ret a,, = LT;CJ , ol | x| est la partie entiére de x. Montrer que lim,, o, a,, =
c.
Soit (a,)%2; une suite telle que lim,,_,, a, = 0 et (b,)°2; une suite bornée. Montrer
que lim,,_,~ a,b, = 0.
Montrer que la suite ((—1)" 4+ 1/n)22, diverge.
Etablir la convergence des suites suivantes et trouver leur limite.
(a) ((L+1/n°)")52,
(b) ((1+1/2n)*)7,
Soit (a,)22; une suite de Cauchy telle que a, € N pour tout n € N. Montrer que

(a,)5e est évantuellement constante, c¢’est-a-dire, qu'il existe ¢ € R et N € N tels
que a, = c pour tout n > N.

Soit (a,)22; une suite. Supposons qu’il existe 0 < r < 1 tel que |ap11 — a,| < "
pour tout n € N. Montrer que (a,)2, converge.

Soit (a,)2; une suite telle que a; = 1 et a,, = ﬁ pour tout n > 2. Montrer
que la suite converge et trouver sa limite. (Indice : montrer que % <a, <1 pour
tout n € N.)

Montrer que

1++

I+

Soient (a,)%, et (b,)22; des suites telles que lim, . a, = 0o et lim,, o ayb, =
L € R. Montrer que lim,, ,, b, = 0.
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Chapitre 3
Séries

Dans ce chapitre, on définit la notion de convergence d’'une série
o0
E a?’l?
n=1

ou a, € R, et on démontre quelques tests de convergence.

3.1 Convergence d’une série
Définition 3.1. Soit (a,)S%, une suite. La série associée a (a,)2, est 'expression
Zan:a1+a2+a3+---. (31)
n=1
La suite des sommes partielles de la série (3.1) est la suite (s,)22, ou
sn::Zak:a1+a2+a3+---—|—an. (3.2)
k=1

On dit que la série (3.1) converge si la suite des sommes partielles (3.2) converge au sens
de la Définition 2.4. Dans ce cas, si lim,,_, s, = L, on écrit

o0
E a, = L,
n=1

et on appelle le nombre L la valeur de la série. Si la suite des sommes partielles ne converge
pas, on dit que la série diverge.
Exemple 3.2 (Série géométrique). Soit r € R tel que |r| < 1. Montrer que

- 1
Zrnzl—r‘

n=0
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Solution. Soit (s,)22; la suite des sommes partielles. On a

1_Tn+1
Sp=14r+r+ =
1—r

par le Théoréme 2.33. Puisque —1 < r < 1, on a lim,,_., ™ = 0 par I'Exemple 2.28. Le
Théoréeme 2.18 implique alors que
1-0 1

lim s, = = ) O
n—00 l—r 1-7r

Exemple 3.3. Montrer que
- 1
PR
“—~n(n+1)

Solution. Soit (s,)2; la suite des sommes partielles. Puisque

1 1
L tout k € N
KE+ 1) k ke1 PowrtomEes

on a
1 1 1 1
K T R T R O R e g
111 111 11
“1 2 23Tzt L T
B 1
T n+1

Il s’ensuit que

1 1
lim s, = lim (1— :<MHQ— lim —1-0=1,

et donc Y 07 ﬁ =1. O

Pour une série donnée, il n’est pas toujours possible de déterminer explicitement la suite
des sommes partielles et vérifier directement sa convergence comme nous l’avons fait pour
les deux derniers exemples. Heureusement, il existe plusieurs critéres de convergence qui ne
requiérent pas de calculer les sommes partielles.

Ce premier critére permet de déterminer facilement si une série diverge :

Théoréme 3.4. Si la série Zzo:l a, converge, alors lim, . a, = 0. Par conséquent, si la
" o0 s . o0 .
suite (a,)7>, ne converge pas vers 0, alors la série Y~ | a, diverge.

Démonstration. Soit Y >, a, une série convergente, soit (s,)5%,; la suite des sommes par-
tielles, et soit L = lim, o s,. On a que a, = s, — s,—1 pour tout n > 2, et donc (par le
Théoréme 2.18(a) et la Proposition 2.23)

lim a, = lim (s, — s,_1) = <lim sn> — (lim sn_1> =L—-L=0. O
n—00 n—00 n—00 n—00
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Exemple 3.5. La série >~ (—1)" diverge car la suite ((—1)")2, diverge (Exemple 2.45).

Exemple 3.6. La série Y~ — diverge car lim, o 77 = 1 # 0 (Exemple 2.6).

On doit faire attention au fait que si une série Y a, satisfait lim, ,a, = 0, le
Théoréme 3.4 ne donne aucune information sur sa convergence. L’exemple classique est la
série harmonique

(o)
>
n:17z

Cette série diverge, bien que lim,Hoo% = 0. Pour le démontrer, nous observons d’abord le
critére suivant.

Théoréme 3.7 (Critére de Cauchy). La série Y~ | a, converge si et seulement si pour tout
€ >0 il existe N € N tel que pour tous m >n > N, on a

m

>

k=n+1

= |aps1 + Qpio+ -+ an| <e.

Démonstration. Soit (s,)%; la suite des sommes partielles. Alors, pour tous m,n € N tels
que m > n, on a

m n m
|Sm — Sn| = g ak—g ap| = E ag) .

Il s’ensuit que le critére de Cauchy est satisfait si et seulement si (s,)5, est une suite de
Cauchy. Par le Théoréme 2.52, ceci est équivalent a la convergence de (s,,)%2 ;. O

Exemple 3.8. Montrer que la série harmonique 7 | % diverge.

Solution. 11 suffit de montrer que le critére de Cauchy n’est pas satisfait. C’est-a-dire, nous
devons montrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout N € N, il existe m > n > N tels que

}z:Z;n+1%};Z €.
Pour tout N € N, on a

2N

Z 11 N 1 o 1
k:N+1k N+1 N+2 2N
Chacun des termes de cette somme est plus grand ou égal a ﬁ, et il y a N termes, donc

2N
1 1 1
—| >N -— = —.

2 512V 5y =5

k=N+1

(en utilisant m = 2N etn=N). O

Le critére de Cauchy n’est alors pas satisfait pour € = %

Le fait que la convergence d’une série est définie en fonction de la convergence d’une suite
implique que les résultats du Chapitre 2 peuvent étre adaptés aux séries. En particulier, le
Théoréme 2.18 implique le prochain résultat.
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Théoréme 3.9. Soient Y~ a, ety .~ b, des séries convergentes et ¢ € R.

(a) La série Y " (an + by) est convergente et

Zan—l—b Zan—i—an.
n=1

(b) La série Y~ ca, est convergente et

o o0
E cay, = C E Ay, .
n=1 n=1

Démonstration. Soient (s,)0%; et (£,)72; les suites des sommes partielles de > 7 a, et
> > | by, respectivement.
(a) La suite (s, + t,)22, est la suite des sommes partielles de Y~ (a, + by), car

Snttn=(a1+ax+ - +ay)+ (b1 +ba+- +by) = (a1 +b1) + (a2 + b2) + -+~ (an + by).

Par le Théoréme 2.18(a), limy, o0 (S +tn) = (imyyoo Sp)+ UMy o b)) = D> oy an+> 0oy b
Par la définition de la convergence d’une série (Définition 3.1), on a > >~ (a, + b,) =

Zn 1an+Z°° by

(b) La suite (cs,)22; est la suite des sommes partielles de Y~ | ca,, car
csp=clay +as+ -+ a,) =cay + cag + - - + cay,.

Par le Théoreme 2.18(b), lim, o ¢S, = clim, oo S, = ¢> -, a,. Par la définition de la
convergence d’une série (Définition 3.1), ona ) o~ ca, =cY 1an O

3.2 Tests de convergence

Proposition 3.10. Soit >~ | a, une série telle que a,, > 0 pour tout n. Cette série converge
si et seulement si sa suite des sommes partielles est bornée.

Démonstration. Puisque a, > 0 pour tout n, la suite des sommes partielles s, = >/'_, ay
est croissante. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.25), si la suite (s,,) est
bornée, elle converge. Inversement, puisque toute suite convergente est bornée (Proposition
2.15), si la suite (s,)32, converge, alors elle est bornée. O

Théoréme 3.11 (Test de comparaison). Soient >~ a, et Y > b, deux séries. Sty by

converge et il existe N € N tel que

n=1

la,| < b, pour tout n > N,

oo .
alors y > | a, converge aussi.
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Démonstration. Montrons que Y a, satisfait le critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Soit
e > 0. Puisque > 7 | b, converge, le critére de Cauchy implique qu'il existe M > N tel que

m
Z b, < e pour tout m >n > M.
k=n+1

Par conséquent (Exercice (2.2)),

m m m
ZakEZ\ak|§Zbk<6
k=n+1 k=n+1 k=n+1

pour tous m > n > M. Le critére de Cauchy (Théoréme 3.7) implique donc que > a,
converge. [

Exemple 3.12. Montrer que la série

1

2
n
n=1

converge.

Solution. Pour tout n > 2, on a n? > n(n — 1), donc

1 < 1

n? = n(n—1)
Par ’'Exemple 3.3, la série > 7, ﬁ => m converge. Par le test de comparaison
(Théoreme 3.11), la série Yo" | =5 converge. O

Théoréme 3.13 (Test du rapport). Soit Y - | a, une série telle que a, > 0 pour tout n € N

et a
lim — — 1.

n—00  (y,
(1) Si L <1, la série converge.
(2) Si L > 1, la série diverge.

Démonstration. (1) Supposons que L < 1. Puisque a,, > 0 pour tout n € N, il suffit de

montrer que la suite (s,)2, des sommes partielles est bornée (Proposition 3.10). Soit r > 0

tel que L < r < 1 et soit € :==r — L > 0. Par la définition de la limite lim,,_, “Z—:l =1L, 1l

existe N € N tel que

an+1
Qp,

—L‘ < e pour tout n > N.

Puisque a,, > 0, ceci est équivalent a

a'n—l—l
Qnp,

< L+e=r pourtoutn > N.
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On a donc pour tout £ > N que

a1 < Tran
ant2 <Tranyy1 < r’ay

an+3 < Tany2 < ray

n—Na

ap <71 N, pour tout n > N + 1.

Par I'Exemple 3.2, il s’ensuit que pour tout n > N + 1, on a

Sp =SN_1+tay+anii+ -+ ay
<SN—1+GN+7"CI,N—|—---—}—7’n_NaN
:SN—1+CLN(1+T—I—T2—|—--._|_7~"—N)

1_rn—N+1
= SN-1 t+an
1—r
an

< Sy_ )
< N1+1_T

Par conséquent, soit M := max(sy,...,sny,sny-1 + 72=), on a 0 < 5, < M pour tout n € N
et donc (s,)22, est bornée. Par la Proposition 3.10, Y~ a,, converge.

(2) Supposons que L > 1. Soit r € R tel que 1 < r < L. Le méme argument qu’en (1)
montre qu’il existe N € N tel que a,, > v Vay pour tout n > N + 1. Puisque 7 > 1, ceci
implique que a,, > ay > 0 pour tout n > N. En particulier, (a,)22, ne converge pas vers

zero, et donc la série > | a, diverge par le Théoréme 3.4. O

Remarque 3.14. Si L = 1 dans le Théoréme 3.13, on ne peut rien conclure. Par exemple,
la série harmonique »_°; & diverge et lim, o Yt — 1 mais la série > oo | =5 converge

1/n
1/(nt+1)> _ 1

et lim, o =5 T2

Exemple 3.15. Montrer que pour tout x € R, la série

o0 n

i
P

n=0
converge.

Solution. Soit a,, = %T,L On a a, > 0 pour tout n et

n+1 1)!
i %t =g /DN —0<1,
donc la série converge par le test du rapport (Théoréme 3.13). O

Théoréme 3.16 (Test des séries alternées). Soit (a,)5, une suite décroissante telle que

lim,, oo a, = 0. Alors la série
>_(=1)"an

n=1

COnverge.
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Démonstration. Soit (s,)5 la suite des sommes partielles. Nous allons montrer que la suite
(51)2, se comporte comme sur la figure suivante :

S1 53 S5S57 5856 S4 S2

Plus précisément :
(1) La sous-suite (s1, S3, S5, ...) = (S2,-1)22; est croissante.
(2) La sous-suite (sg, S4, Se, - --) = (S2n)02, est décroissante.
(3) Som-1 < S2, pour tous m,n € N.

Pour montrer (1), on a
Sop41 — S2p—1 = —Q2p+1 + a2, > 0 pour tout n € N,
car ag, > Go,+1 par la supposition que (a,)5°, est décroissante. Pour montrer (2), on a

Sopt2 — Son = Qony2 — A2p1 < 0 pour tout n € N,

N = max(m,n). Alors,

car agni2 < agny1 par la décroissance de (a,)0 ;. Pour montrer (3), soit m,n € N. Soit

Som—1 < San—1 < San—1 + Qo = San < Sop,

ot nous avons utilisé la croissance de (s2,-1)5%; pour la premiére inégalité, le fait que agy > 0
pour la deuxiéme inégalité, et la décroissance de (s2,)22; pour la troisiéme inégalité.

Donc la suite (s,)22, satisfait (1), (2), et (3). Par (1), la suite (s2,-1)32; est monotone, et
par (3), elle est bornée entre s; et so. Par le théoréme de convergence monotone (Théoréme
2.25), la limite

hm Sopn—1 = L
n—

existe. De méme, (2) et (3) implique que (s2,)5°, est monotone et bornée, donc la limite

lim so, = M
n—oo

existe. Nous avons alors,

M — L = lim s9, — hm Sop—1 = lim (89, — S2,,—1) = lim ag, =0,

donc L = M. 1l s’ensuit que lim,,_,o s, = L (Exercice (2.22)a). O

Exemple 3.17. Bien que la série harmonique )7, % diverge, sa version alternée

i n+1 1_1+1_1
— 2 3 4

converge par le test des séries alternées (Théoréme 3.16). Il est possible de montrer que
la valeur de cette série est In(2), mais il faut d’abord définir 'intégrale, ce qui viendra au
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(=)t

prochain cours. Pour le moment, nous nous contentons de constater que » >~ > 0.

En effet, soit (s,)22, la suite des sommes partielles. Alors, pour tout n € N, on a

o= (1= (ot L
am 2 3 4 m—1 2n

Ly !
3.4 5.6 (2n — 1)(2n)

Puisqu’une sous-suite d’'une suite convergente converge vers la méme limite (Proposition
2.44), nous avons que (Sg,)% ; converge. Par la Proposition 2.22,

lim sq, > —.
n—o00 2

Il s’ensuit que

= (=)t 1
ZL: lim s, = lim 89, > —.
n 2

n—00 n—00
n=1

3.3 Convergence absolue et conditionnelle

Cette section illustre le fait que, pour certaines séries, 'ordre des termes est important
pour en déterminer sa valeur.

Exemple 3.18. Dans la derniére section, nous avons montré que la série harmonique alternée

1

1 1 1 1
54‘3 Z—Fg—é—F"‘ (3.3)

converge vers une valeur L > 0. Considérons maintenant la série suivante, ot 'on a simple-
ment changé 'ordre des termes :

C 1 1 1 1 1 1
SNEPTRE SRS S S S S 3.4
;a > 17376 875 10 127 (3:4)
ou
1 1 .
Q3n2 = ;g1 =-—T—s, ag=—=—, neN
M T o —17 T g — P in

Nous allons montrer que

c’est-a-dire, en réarrangeant les termes de (3.3), la valeur de la série passe de L a %

50



Montrons d’abord que la série (3.4) converge. Soit (s,)°; la suite des sommes partielles.
Puisque

1 1 1
n— n— n — - - T 3.5
Gan—2 T Gan1 - Gon = 5 0 T 500 1) dn (8:5)
1 1
- = 3.6
22n—1) 4n (3.6)
2n — (2n — 1)
=— 3.7
dn(2n — 1) (3.7)
1
= — 3.8
dn(2n — 1)’ (3:8)
on a que
- 1
2 mEk )
Clest-a-dire, ($3,)22, est la suite des sommes partlelles de la série > 7, 471(2+1) On a
4n(2}171) < 4n(2272) = 8n(n71) < n(n71)7 donc Yy 07, m converge par le test de com-

paraison (Théoréme 3.11) et I’'Exemple 3.3. Il s’ensuit que (s3,)22; converge. De plus,

1

|S3n - SSn—ll - E

donc (s3,-1)°, converge vers la méme limite (Exercice (2.16)). De méme,

1
2n +1

|S3n - S3n+1| =

donc

lim s3, = hm S3p—1 = hm S3n41-
n—o0o

Il s’ensuit que (s,)%2; converge (Exercice (2.22)b) et donc (3.4) est une série convergente.
Par (3.6), on a

1 1 1
agk—2 + A3k—1 + A3k = s\on =1 2 ) pour tout k € N,

et done

S3p = (a1 + ag + as) + (as + a5 + ag) + - - - + (azp—2 + azp—1 + asy)
RO U SIS B 1
2 2 3 4 n—1 2n)°

Par conséquent,

[e.9]

g a, = hm S3p =

n=1

n+1 L

i:; | 0

[\3“_.
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L’exemple précédent montre que la valeur d'une série peut changer en changeant I'ordre
des termes. Cependant, certaines séries ont la propriété que leur valeur est indépendante de
I’ordre des termes :

» °y s o0 . o0
Définition 3.19. Une série ) >~ a, converge absolument si )~ |a,| converge. Une
L. o0 oy . . . o0 .
série > | a, converge conditionnellement si elle converge, mais >, |a,| diverge.

= Ziil #

converge conditionnellement,

Exemple 3.20. La série Y >, (= converge absolument, car y (7172;“

n2
(-t

converge (Exemple 3.12). En revanche, la série > 7,

0o (_1)n+l
car Y52, | E2

=5, % est la série harmonique qui diverge (Exemple 3.8).

Théoréme 3.21. Toute série absolument convergente converge.

Démonstration. 11 s’agit d’un cas spécial du test de comparaison (Théoréme 3.11) avec b, =
lan| et N =1. O

Définition 3.22. Un réarrangement d’une série

o0

> an
n=1
est une série de la forme .
> s,
n=1
ou
fN— N

est une fonction bijective.

Théoréme 3.23. Soit >~ a, une série absolument convergente telle que

ian:L.
n=1

o0 .
_, G converge aussi vers L.

Tout réarrangement de )
Démonstration. Soit f : N — N une fonction bijective. Soit € > 0. Puisque la suite >~ | |ay,]|
converge, elle satisfait au critére de Cauchy (Théoréme 3.7). Il existe alors N € N tel que
m
€
Z lag| < ) pour tous m >n > N.
k=n+1

De plus, comme > a, = L, il existe M > N tel que

Ei:ak-—<L
k=1

€
< 5> pour tout n > M.
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Puisque f est bijective, il existe K € N tel que

{1,2,.... M} C{f(1), f(2),..., F(K)}.

Soit n > K, et soit
m = max{f(k): 1 <k <n}.

On a
n n M M
k=1 k=1 k=1 k=1
n M M
<[S Yl S
k=1 k=1 k=1
m M
< 2 lad+ D a-L
k=M+1 k=1
_E.c
2 2
=e.
Il s’ensuit que Y, apr) = L. O

Remarque 3.24. Il existe une grande généralisation de I’Exemple 3.18, appelée Théoreme
de Riemann, qui montre que si Y~ | a, est une série qui converge conditionnellement, alors
pour tout L € R, il existe un réarrangement » .~ | as(,) qui converge vers L. Nous ne couvrons

pas la démonstration dans ce cours, mais I’étudiante ou ’étudiant intéressé peut se référer a
[1, Théoréme 7.38|.

53



3.4 Exercices

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Dire si les séries suivantes sont convergentes ou divergentes.
(2) Xnlisn

(b) 3oy i

(€) Xntion

(@) 3202, 55

(&) ot mrmeT
Montrer que

o

Z (4n — 3 4n+1)

1
4
+

(Indice : Trouver A, B € R tel que = 3)(4n+1) 4n 3 7 et utiliser une approche

semblable a celle de I’Exemple 3.3. )

Montrer que

3
“—~ n(n+2)
(Indice : m = % (% — n—+2) Utiliser une approche semblable a celle de 'Exemple
3.3.)
Calculer

Z (n+1 \/_+n\/n~|—1

n:l

(Indice : multiplier le numérateur et le dénominateur par v/n + 1 — /n et utiliser
une approche semblable a celle de 'Exemple 3.3.)

Soit >~ | a, une série convergente telle que a,, > 0 pour tout n € N. Montrer que
Yoo | a? est convergente. Est-ce toujours vrai si I'on ne requiert pas que a, > 0
pour tout n € N7

Soit (a,)2, une suite telle que lim,,_, |a,| = 0. Montrer qu’il existe une sous-suite
(an, )32, telle que D27 1 A, converge.

Montrer que si Y oo a? et Y7 b2 convergent, alors > >~ a,b, converge. (Indice :
Montrer que |ab| < 2(@ + b?) pour tout a,b € R en utilisant que (|a| — |b])?
Utiliser le test de comparaison.)

(Test de la racine.) Soit Y - | a, une série telle que a, > 0 pour tout n et la suite
(/)5 converge vers L € R. Montrer que si L < 1, alors la série converge, et
si L > 1, alors la série diverge. (Indice : s’inspirer de la démonstration du test du
rapport (Théoréme 3.13).)

. o0 n
Montrer que si » .- a, converge et a, # —1 pour tout n € N, alors > - 1 o
diverge.
Soit 7 | a, une série absolument convergente, et (b,)°; une suite bornée. Mon-

trer que Y~ a,b, converge absolument.
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(3.11)
(3.12)
(3.13)

(3.14)

(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)

(3.20)

Montrer que si la suite (a,);2, satisfait a, > 0 pour tout n € N et lim,,_,,, 2 =

L < 1, alors lim,,_,o a,, = 0. (Indice : Utiliser le test du rapport (Théoréme 3&3).)

. 00 . . _ . s o)
Soit (a,)92 ; une suite telle que lim,,_,, a, = L existe. Montrer que la série > >, (a,,—
an+1) converge et trouver sa valeur.

. . . o0 o0 s . oo
Est-il vrai que si ) >~ a, et > >~ b, sont des séries convergentes, alors » > | a,b,
est aussi convergente ?

Soit Y "> | a, une série convergente telle que a,, > 0 pour tout n € N, et Y>> b,
une série telle que

bn

Qn

lim =L
n—oo

existe. Montrer que »_° | b, converge absolument.

Soient 220:1 a, et ZZO:1 b, des séries telles qu’il existe N € N tel que a,, = b,, pour
tout n > N. Montrer que Y, a, converge si et seulement si y -, b, converge.

Soit >~ 7 a, une série convergente telle que a, > 0 pour tout n € N. Soit b, =

a1tagt--+ta AT o0 i
Lot Montrer que la série Y, b, est divergente.

Soit > 7 | a, une série convergente, telle que >~ | a, = L. Montrer que Y, (a,+
an+1) converge et trouver sa valeur en fonction de L.

Soient Y >°  a, et Y 2 b, des séries convergentes telles que a,, > 0 et b, > 0 pour
tout n € N. Montrer que la série Z;O:l max(ay,, b,) est convergente.

Soit (a,)s%; une suite décroissante telle que a, > 0 pour tout n € N et Y > a,

converge. Montrer que lim,, ., na, = 0.

. o0 L. . o0
Soit ), a, une série convergente. Montrer que limy_oc Y >, a, = 0.
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Chapitre 4

Fonctions

Le but de cette section est d’introduire la notion de la limite

lim f(x)

Tr—TQ

d’une fonction f ainsi que la notion de continuité, et de démontrer certaines propriétés.
rm ) ésigner ujours u ncti une vari
Dans ces notes, le terme « fonction » désignera toujours une fonction d’une variable

réelle
f:D—R,

ol le domaine D de f est un sous-ensemble des nombres réels R. On pense donc & f comme
une régle d’association, qui envoie a chaque nombre réel x € D un nombre réel f(x) € R.

4.1 Points d’accumulation

L’idée intuitive d’une fonction f qui a une limite L au point xg € R est que les valeurs
f(zx) sont prés de L quand x est prés de xg et © # xo. Pour bien définir cette notion, il est alors
nécessaire que f soit défini pour suffisamment de points « prés » de zg. Plus précisément,
nous avons besoin de la notion suivante.

Définition 4.1. Soit D C R. Un nombre zy € R est un point d’accumulation de D si
pour tout § > 0 il existe (au moins) un nombre x € D tel que 0 < |z — x| < 6.

Remarque 4.2. On a 0 < |z — x| si et seulement si © # zy. La condition sur x dans la
Définition 4.1 est donc équivalente & |z — x| < 0 et x # xy.

Autrement dit, pour qu'un nombre zy € R soit un point d’accumulation de D, il doit
exister des nombres z € D aussi prés de xy que ce que 'on désire, sans étre égals a zy. En
effet, I'inégalité 0 < |z — x| < § se traduit par

r#xy et x € (xrg—0,x9+0),
ou 0 > 0 est arbitrairement petit.

Exemple 4.3.
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(1) Soit D = (0,1). Alors, 0 est un point d’accumulation de D, car pour tout § > 0, le
nombre z = min(d/2,1/2) satisfait 0 < |z — 0| =2 < /2 <det0 <z <1/2 <1
donc x € D. De méme, 1 est un point d’accumulation de D ainsi que tout point dans
D. I’ensemble des points d’accumulation de D est donc le segment [0, 1].

(2) Soit D = {0,1}. Le nombre 0 € D n’est pas un point d’accumulation de D, car pour
d = 1/2, il n’existe pas de nombre z € D satisfaisant 0 < |z — 0| < . De méme, 1 n’est
pas un point d’accumulation de D. En fait, D n’a aucun point d’accumulation.

Par le premier exemple, on remarque qu'un point d’accumulation d’un ensemble D peut
étre dans D ou non. De plus, par le deuxiéme exemple, on voit que les éléments de D ne
sont pas nécessairement tous des points d’accumulation.

Une autre fagon de caractériser les points d’accumulation est la suivante.

Théoréme 4.4. Un nombre ¢y € R est un point d’accumulation de D si et seulement si il
existe une suite (an);;ozl qui converge vers xg telle que a, € D et a, # xo pour tout n € N.

Démonstration. ( = ) Soit g € R un point d’accumulation de D. En posant 6 = % >0
pour n € N dans la Définition 4.1, il existe un nombre a,, € D tel que 0 < |a,, — xo| < %
C’est-a-dire, on a une suite (a,)2, telle que a, € D, a, # o, et

1
lan, — zo| < -, pour tout n € N. (4.1)

Puisque (4.1) est équivalent a zo — % < a, < x9+ %, on a lim,_, a, = xg par le théoréme
du sandwich (Théoréme 2.10).

( <= ) Supposons qu'il existe une suite (a,); telle que a, € D, a, # o pour tout
n € N et lim,_,o a, = xg. Montrons que xy est un point d’accumulation de D. Soit § > 0.
Puisque lim,, ., a, = x, il existe N € N tel que pour tout n > N, on a |a, — x¢| < ¢. En
particulier, en posant x = ay, on a que z € D et 0 < |x — x| < d. O]

Exemple 4.5.

(1) Pour tout intervalle ouvert D = (a,b) ot a < b, ’ensemble des points d’accumulation
de D est le segment D = [a, b].

(2) Plus généralement, si D est une union d’un nombre fini d’'intervalles de longueur po-
sitive ou infinie, alors I’ensemble des points d’accumulation de D est 'union de D et
des bornes des intervalles le constituant (excluant +00). Par exemple, si D = [—1,0) U
(0,1) U (3, 00), alors I’ensemble des points d’accumulation de D est [—1,1] U [3, o0).

(3) En généralisant ’Example 4.3(2), on voit que tout ensemble fini n’a aucun point d’ac-
cumulation.

(4) L’ensemble N des entiers naturels n’a aucun point d’accumulation.

ot D = n:nc . Alors 0 est un point d’accumulation de D). bEn effet, la suite
(5) Soit D = {1/ N}. Alors 0 int d’ lation de D. En effet, 1 i
(1/n)22, satisfait 1/n € D, 1/n # 0 pour tout n € N et lim,,_,o 1/n = 0, donc 0 est

n=1
un point d’accumulation par le Théoréme 4.4.

(6) Soit D =1[0,1]NQ ={z € Q : 0 < x < 1}. Par la densité des nombres rationnels
(Proposition 2.41) et le Théoréme 4.4, 'ensemble des points d’accumulation de D est

0, 1].
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4.2 Limite

Ayant défini les points d’accumulation, on peut maintenant introduire la notion de la
limite d’'une fonction.

Définition 4.6. Soit f : D — R une fonction et xy un point d’accumulation de D. Un
nombre L € R est la lemite de f au point xg si pour tout € > 0 il existe un nombre § > 0
tel que pour tout x € D satisfaisant 0 < |z — x¢| < d, on a |f(z) — L| < e. Dans ce cas, on
écrit

lim f(x)= L.

T—TQ

9|6

Zo

Proposition 4.7 (Unicité de la limite). Soit f : D — R une fonction et xy € R un point
d’accumulation de D. Alors f peut avoir au plus une limite au point xo. C’est-a-dire, si L
et M sont des limites de [ au point xq, alors L = M.

Démonstration. Soit L et M des limites de f au point xq. Il suffit de montrer que |[L—M| < &
pour tout € > 0 (Proposition 1.26). Soit € > 0. Puisque lim,_,,, f(z) = L, il existe d; > 0 tel
que pour tout x € D satisfaisant 0 < |z — x| < 01, on a |f(x) — L| < /2. De méme, puisque
lim, ., f(x) = M, il existe d5 > 0 tel que pour tout x € D satisfaisant 0 < |z — zg| < 09,
ona |f(x)— L| < e/2. Soit § :== min(dy, J). Puisque x est un point d’accumulation de D, il
existe z € D tel que 0 < |x — xo| < 4. Il s’ensuit que 0 < |z — x| < §1 et 0 < |z — 2| < o,
donc

IL—M|=|(L—f(x)+ (flz) - M)| <|f(x) = LI+ |f(z) - M| <5+ 5=¢.
Puisque € > 0 est arbitraire, on conclut que L = M. O]
On peut donc parler de la limite de f au point x.

Exemple 4.8. Soit f : R — R la fonction donnée par f(z) = x pour tout x € R. Montrer
que

e, ) = %o

pour tout o € R.
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Solution. Soit € > 0. On doit trouver un nombre § > 0 tel que pour tout = € R satisfaisant
0<|z—x9| <d,ona|f(x)— f(xy)| <e. Puisque |f(x) — f(xo)| = | — x0|, on peut prendre
0 =c¢. O]

Exemple 4.9. Montrer que

lim 2° = z]
T—T0

pour tout zy € R.

Solution. Soit € > 0. On doit trouver un nombre ¢ > 0 tel que pour tout = € R satisfaisant
0<|zr—x0| <, onalx? 22 <e Silr—ax9 <J,ona

2% — x| = [(2 + z0)(z — x0)]
= |z + ||z — x0|
= |(x — o) + 22|z — 2]
< (|l — zo| + 2|xo]) |z — x0| (par 'inégalité triangulaire)
< (6 4 2|zo|)d.

Par conséquent, il suffit de trouver un nombre 6 > 0 tel que (§ + 2|zo])d < e. Sid < 1 et
§ < —=— alors (0 + 2|zg])d < (1 + 2|xo|)d < e. 11 suffit alors de prendre

= T42fao]
€
0=min(1,— | . m
< 1+ 2|$0|>

Le prochain résultat relie la notion de limite d’une fonction avec la notion de limite d’une
suite telle que vue au Chapitre 2.

Théoréme 4.10 (Critére séquentiel de la limite). Soit f : D — R une fonction et xy un
point d’accumulation de D. Alors,

lim f(x)=1L

T—T0

si et seulement si pour toute suite (a,)%, qui converge vers xq telle que a,, € D et a, # xg
pour tout n € N, on a lim,_, f(a,) = L.

Démonstration. ( =) Supposons que lim,_,,, f(z) = L. Soit (a,)>, une suite qui converge
vers zg telle que a,, € D et a,, # xo pour tout n € N. On doit montrer que lim,,_,, f(a,) = L.
Soit € > 0. Par la définition de lim,_,,, f(z) = L, il existe 6 > 0 tel que |f(z) — L| < ¢
pour tout x € D tel que 0 < |z — x| < J. Puisque lim,,_,, a, = zo, il existe N € N tel que
la, — xo| < 0 pour tout n > N. Il s’ensuit que si n > N, alors 0 < |a,, — xo| < 0, et donc
|f(an) — L| < €. Par conséquent, lim,, . f(a,) = L.

( <) Supposons que pour toute suite (a,)°2; qui converge vers zg telle que a, € D et
a, # o pour tout n € N, on a lim,_, f(a,) = L. On doit montrer que lim,_,,, f(z) = L.
Supposons le contraire, ¢’est-a-dire que L n’est pas la limite de f au point xy. Donc, il existe
e > 0 tel que pour tout 6 > 0, il existe z € D tel que 0 < |z — xo| < § et |f(x) — L| > e.
En prenant 6 = %, ou n € N, on obtient un nombre a,, € D tel que 0 < |a, — zo| < % et
|f(an) — L| > e. Ces nombres forment une suite (a,)5%, telle que

a, €D et a, #xy pourtoutn €N,
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1
la, — x| < — pour tout n € N, (4.2)

et
|f(a,) — L] > ¢ pour tout n € N. (4.3)

L’inégalité (4.2) montre que lim, o, a, = 2o (comme dans la démonstration du Théoréme
4.4 ou par I'Exercice (2.16)), mais l'inégalité 4.3 montre que (f(a,))32, ne converge pas
vers L, contredisant I’hypothése. On a donc lim,_,,, f(z) = L. O

Cette relation est utile pour démontrer certains théorémes sur les limites de fonctions a
partir de résultats déja établis sur les suites, sans utiliser directement la définition avec e
et 0. Par exemple, on peut facilement obtenir le prochain théoréme & partir du théoréme
analogue sur les suites (Théoréme 2.18).

Théoréme 4.11. Soient f : D — R et g : D — R deux fonctions de domaine commun D
et xg un point d’accumulation de D. Supposons que les limites

lim f(x) et lim g(x)

r—x0 T—T0

existent.

(a) On a
i (7 + g(e) = ( fim f)) + ( fim o(0))

(b) Pour tout c € R, on a

s, of () = Jip, Flo)

(c) Ona
i, f(s)g(e) = ( Jin £(0)) ( 1im o(0) )

T—T0 T—T0 T—T0

(d) Sig(x)#0 pour tout x € D et lim,_,,, g(z) # 0, alors

lim f(z) _ limg 4, f(2)

eowo g(2)  limg e, (7))

Démonstration. (a) Soit lim, ., f(z) = L et lim,_,,, g(x) = M. Montrons que lim,_,,, (f(z)+
g(x)) = L+ M par le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.10). Soit (a,)5°; une suite
qui converge vers x telle que a,, € D et a,, # g pour tout n € N. Puisque lim,_,,, f(z) = L
et lim, .., g(x) = M, le critére séquentiel de la limite implique que lim,, o, f(a,) = L et
limy,, 00 g(a,) = M. Par le Théoréme 2.18(a), on a lim, oo (f(a,)+g(a,)) = L+ M. Il s’ensuit
par une autre application du critére séquentiel de la limite que lim,_,,,(f(z)+g(z)) = L+ M.

Les démonstrations de (b), (¢) et (d) sont similaires. O

De méme, le critére séquentiel de la limite et le théoréme du sandwich pour les suites
(Théoréme 2.10) impliquent directement le prochain résultat.

60



Théoréme 4.12 (Théoréme du sandwich). Soient f,g,h : D — R des fonctions et xy un
point d’accumulation de D. Supposons que

f(x) <g(x) <h(z) pourtout x € D,z # xg

et
lim f(z) =L = lim h(z).
r—xQ T—x0
Alors,
lim g(x) = L.
T—xQ

Démonstration. Montrons que lim,_,,, g(x) = L par le critére séquentiel de la limite (Théo-
réme 4.10). Soit (a,)?2, une suite qui converge vers x, telle que a,, € D et a, # xy pour
tout n € N. Puisque lim,_,,, f(z) = L et lim,_,,, h(x) = L, le critére séquentiel de la li-
mite implique que lim,, . f(a,) = L et lim,_,, h(a,) = L. Puisque f(a,) < g(a,) < h(a,)
pour tout n € N, le théoréme du sandwich pour les suites (Théoréme 2.10) montre que
lim, o g(a,) = L. Par le critére séquentiel de la limite, lim, ., g(z) = L. O

Exemple 4.13. Montrer que

lim z° sin(1) = 0.
z—0 z

Solution. On a —1 < sin(y) < 1 pour tout y € R, donc
—z? < 2?sin(2) < 2?,  pour tout z € R,z # 0.

z
On a lim, 2% = 0 par I'Exemple 4.9, et aussi lim,_,o —z* = 0 par le Théoréme 4.11(b). Par
le théoréme du sandwich (Théoréme 4.12), on a lim,_,o 2?sin(1) = 0. O
Le critere séquentiel de la limite donne aussi un bon critére pour déterminer si une limite
n’existe pas :

Proposition 4.14. Soit f: D — R une fonction et xg un point d’accumulation de D. S’il
existe deuz suites (a,)52 et (by)p, telles que an, b, € D, a, # xg, by, # xo pour tout n € N
et lim, oo f(an) # lim, oo f(bn), alors la limite lim,_,,, f(x) n’existe pas.

Démonstration. Si, par contradiction, la limite lim,_,,, f(z) = L existe, alors

lim f(a,) = L= lim f(b,)

n—o0

par le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.10). ]

Exemple 4.15. La fonction signe est définie par

-1 siz<0
sgn: R — R, sgn(x) =<0 siz=0
1 si x > 0.

Montrer que la limite
lim sgn(x)
z—0

n’existe pas.

Solution. On a deux suites (1/n)22; et (—1/n)%, qui convergent vers O et 1/n # 0, —1/n # 0
pour tout n € N, mais lim, , sgn(l/n) = 1 et lim, ,,,sgn(—1/n) = —1. La Proposition

4.14 implique alors que la limite n’existe pas. O
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4.3 Limite a gauche, a droite et a l'infini

Définition 4.16. Soit f : D — R une fonction.

(a) Si zp € R est un point d’accumulation de D N (zg,00) = {z € D : x > x¢}, on dit
qu'un nombre L € R est une limzite a droite de f au point xq si pour tout € > 0, il
existe un nombre § > 0 tel que pour tout x € D satisfaisant g < x < xg + 9, on a
|f(z) — L| < e. Dans ce cas, on écrit

lim f(z) = L.
T—T0+

(b) Si xy € R est un point d’accumulation de D N (—o0,z9) = {z € D : & < z¢}, on dit
quun nombre L € R est une limite a gauche de f au point xy si pour tout € > 0,
il existe un nombre § > 0 tel que pour tout x € D satisfaisant zo — d < z < xg, on a
|f(z) — L| < €. Dans ce cas, on écrit

lim f(x)= L.
T—x0—
Exemple 4.17. On a vu que lim,_,osgn(x) n’existe pas (Exemple 4.15). En revanche, les
limites a gauche et a droite existent :
zllgl_ sgn(z) = —1, JC]E& sgn(z) = 1.

Montrons la deuxiéme limite. Soit € > 0. On doit trouver un nombre § > 0 tel que si
0 < x <9, alors |sgn(z) — 1| < e. Puisque |sgn(z) — 1| = |1 — 1| = 0 < € pour tout = > 0,
on peut prendre § > 0 arbitraire.

Il est parfoit utile d’étendre la définition de la limite lim,_,,, f(z) au cas ou zy = oc.

Définition 4.18. Soit f : D — R une fonction.

(a) Sile domaine D contient (a,c0) pour un certain a € R, on dit qu’un nombre L € R est
une limite de f quand v tend vers l'infini si pour tout € > 0 il existe un nombre
N > a tel que pour tout x > N, on a |f(x) — L| < . Dans ce cas, on écrit
lim f(z) = L.
T—00
(b) Si le domaine D contient (—o0,a) pour un certain a € R, on dit qu'un nombre L € R

est une limite de f quand x tend vers moins linfini si pour tout € > 0 il existe
un nombre N < a tel que pour tout x < N, on a |f(z) — L| < . Dans ce cas, on écrit

lim f(z)=L.
Tr——00
Exemple 4.19. Montrer que
1
lim — =0
r—00 I

Solution. Soit € > 0. Posons N > L. Alors, pour tout z > N,ona [ -0/ =1 <t <e. O
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4.4 Continuité

La prochaine définition est une des plus importantes en mathématiques.

Définition 4.20. Soit f : D — R une fonction et zy € D. La fonction f est continue au
point xy si pour tout £ > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tout x € D satisfaisant
|z—x0| < d,onal|f(x)—f(zo)| < e.Sinon, f est discontinue au point z,. Si f est continue
en tout point de D, on dit que f est continue, et si non, on dit que f est discontinue.

La continuité est intimement liée & la notion de limite.

Proposition 4.21. Une fonction f: D — R est continue au point xqg € D si et seulement
st

lim f(z) = f(zo).

Tr—xTQ

Démonstration. Dans la Définition 4.20, la seule différence avec la définition de la limite
lim, ., f(x) = f(zo) est qu’on ne requiert pas que 0 < |xr — x|, ¢’est-a-dire que x # x.
Mais si z = xy, alors |f(z) — f(zo)| = 0 < €, donc les énoncés sont équivalents. O

Exemple 4.22. [’Exemple 4.8 montre que la fonction f : R — R, f(z) = x est continue.
L’Exemple 4.9 montre que la fonction f: R — R, f(z) = 2* est continue.

Exemple 4.23. Parfois, une fonction f est discontinue en xy car la limite lim, ., f(z)
n’existe pas. Par exemple, la fonction signe (Exemple 4.15) est discontinue en 2y = 0 car la
limite lim,_,osgn(x) n’existe pas.

Exemple 4.24. Parfois, la limite lim,_,,, f(x) existe, mais la fonction est tout de méme
discontinue en xy. Par exemple, soit

2> siz#0

1 six =0.

f:R—R, f(x):{

Par 'Exemple 4.9, on a lim,_,,, 2 = 22 pour tout o € R. Ainsi, lim, o f(z) = lim, o2 =
0> =0 # 1= f(0), donc f est discontinue xy = 0. En revanche, pour tout ¢ # 0, on a
lim, ., f(z) = lim, ,,, % = 22 = f(x,). Ainsi, la fonction est continue en tout point zy # 0
et discontinue en xy = 0.

La Proposition 4.21 et le Théoréme 4.11 impliquent immédiatement le prochain théoréme.
Théoréme 4.25. Soient f,g : D — R des fonctions de domaine commun D qui sont
continues au point xq € D. Alors,

(a) f+ g est continue au point x,

(b) pour tout c € R, cf est continue au point x,
(c) fg est continue au point o, et
)

(d) si g(z) # 0 pour tout x € D, alors /g est continue au point x. ]
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Exemple 4.26. Montrer que toute fonction rationnelle
x
f(z) ===, oupetqsont des polynomes et ¢ # 0

est continue sur son domaine D = {x € R : q(z) # 0}.

Solution. On a vu dans 'Exemple 4.22 que la fonction f(x) = z est continue. En appliquant
la partie (¢) du Théoréme 4.25 avec f et g = f, on obtient que 22 est continue. En continuant
de la sorte, on a que =™ est continue pour tout n € N. En appliquant (a) et (b), on a que
tout polynéme p(z) = ag + a1z + - - - + a,2™, ot a; € R, est continue. Finalement, par (d),
toute fonction rationnelle est continue sur son domaine. O]

Par exemple, la fonction

est continue sur D = {z € R:z # +1} = (—o0,—1) U (—1,1) U (1, 00).
Une légére modification de la démonstration du critére séquentiel de la limite (Théoréme
4.10) donne le prochain théoréme.

Théoréme 4.27 (Critére séquentiel de la continuité). Soit f : D — R une fonction et
xog € D. Alors f est continue au point xy si et seulement si pour toute suite (a,)>, telle que
an € D pour tout n € N et lim,, o a, = xg, on a lim, o f(a,) = f(xo). O

Remarque 4.28. Contrairement au critére séquentiel de la limite, on n’a pas besoin d’im-
poser que a, # xg pour tout n € N.

Exemple 4.29. Soit

f:R— R, f(x)=

1 sizeQ
0 sizégQ.

Montrer que f est discontinue en tout point.

Solution. Soit xqg € R. Supposons d’abord que zy € Q. Par la densité des nombres irra-
tionnels, il existe une suite (a,)>2; telle que a,, ¢ Q pour tout n € N et lim,,_, a, = o
(Corollaire 2.41). On a alors lim,, o f(a,) = lim, ,,c 0 = 0 # f(zg) = 1. Par le critére
séquentiel de la continuité (Théoréme 4.27), f n’est pas continue en xy. De méme, si xy ¢ Q,
alors il existe une suite (b,)52, telle que b, € Q pour tout n € N et lim,,_, b, = x¢ (Corol-
laire 2.41). On a lim,,_,o f(b,) = lim, .o 1 =1 # f(xg) = 0, donc f n’est pas continue en
To. ]

Remarque 4.30. Il est possible de construire une fonction f : R — R qui est continue
en tout point irrationnel et discontinue en tout point rationnel. Elle est définie en posant
f(x) = 0 si @ est irrationnel et f(z) = ¢ siz = $ ot a € Z et b € N sont relativement
premiers. Nous ne couvrons pas cette fonction dans ce cours, mais I’étudiante ou ’étudiant

intéressé peut consulter [1, p. 103].

Tout comme le critére séquentiel de la continuité, le critére séquentiel de la limite est trés
utile pour simplifier les démonstrations. Par exemple :
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Théoréme 4.31. Soient f : D - R et g : E — R des fonctions telles que f(x) € E pour
tout x € D, et soit

gof:D—R
z— g(f(2))

leur composition. Si f est continue au point xy € D et g est continue au point f(xg) € E,
alors go f est continue au point xy. En particulier, si f et g sont continues, alors go f [’est
aUSSI.

Démonstration. On utilise le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.27). Soit (a,)2
une suite telle que a,, € D pour tout n € N et lim,, ., a,, = x¢. Puisque f est continue en x,
on a lim, . f(a,) = f(x). Puisque g est continue en f(xg), le critére séquentiel appliqué a

la suite (f(a,))2; montre que lim,_, g(f(an)) = g(f(xg)), c’est-a-dire lim,, . (go f)(a,) =
(go f)(xo). Par le critére séquentiel de la continuité, g o f est continue en xg. O]

Exemple 4.32. La fonction g(x) = \/z est continue sur [0,00) (Exercice (4.13)) et la
fonction f(x) =1+ 22 est continue sur R (Exemple 4.26). Puisque f(x) € [0, 00) pour tout
x € R, le Théoréme 4.31 montre que la fonction ¢g(f(z)) = V1 + 22 est continue.

Définition 4.33. Soit f : D — R une fonction. L’tmage de f est I’ensemble

f(D) = {f(x): = €D}

On dit que la fonction est bornée si l’ensemble f(D) est borné, c’est-a-dire, s'il existe
m, M € R tels que
m < f(z) < M pour tout z € D.

Notons que f est bornée si et seulement si il existe B > 0 tel que |f(x)| < B pour tout
x € D (voir la démonstration du Lemme 2.16).

Théoréme 4.34. Soit [ : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f
est bornée.

Démonstration. Supposons, au contraire, que f n’est pas bornée. Alors, pour tout n € N, il
existe a,, € [a,b] tel que |f(a,)| > n. Puisque a < a,, < b pour tout n € N, la suite (a,)>2,
est bornée. Par le théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.46), il existe une sous-suite
(an, )72, telle que

lim a,, =L
k—oo Tk

existe. Puisque a < a,, < b pour tout n € N, on a a < L < b (Proposition 2.22), c’est-a-dire
L € [a,b]. Puisque f est continue en L, on a limg,o f(an,) = f(L) (Théoréme 4.27). On
obtient une contradiction car |f(a,,)| > nx > k pour tout k € N, donc la suite (f(an,))s2;
n’est pas bornée et donc ne peut converger. O

Définition 4.35. Soit f : D — R une fonction. On dit que f atteint un maximum si
son image f(D) a un maximum, c’est-a-dire, s'il existe xp.x € D tel que f(z) < f(Zmax)
pour tout z € D. De méme, on dit que f atteint un minimum si f(D) a un minimum,
c’est-a-dire, s’il existe Ty, € D tel que f(xmim) < f(z) pour tout z € D.
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Les deux prochains résultats sont parmi les propriétés les plus importantes des fonctions
continues. Nous allons les utiliser & maintes reprises dans les prochains chapitres.

Théoréme 4.36 (Théoréme des valeurs extrémes). Soit f : [a,b] — R une fonction continue
sur un segment [a,b]. Alors, f atteint un minimum et un mazximum.

Démonstration. Par le Théoréme 4.34, 'ensemble E = f([a,b]) est borné. Par le principe
de complétude, inf(E) et sup(F) existent. On doit montrer que inf(E) € E et sup(F) € E.
Soit M := sup(FE). Montrons que M € E. Pour tout n € N, le nombre M — % n’est pas une
borne supérieure de E = f([a,b]), donc il existe x, € [a,b] tel que M — L < f(x,). Par le
théoréme de Bolzano—Weierstrass (Théoréme 2.46), il existe une sous-suite (z,, )52, telle que
limys00 T, = L existe. Puisque a < x,,, < b pour tout k, on a aussi a < L < b (Proposition
2.22). Par la continuité de f et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.27), on a

limy o0 f(2p,) = f(L). On a

1
M — — < f(x,,) <sup(E) = M,
ng
pour tout k € N, donc f(L) = M par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.10). Il s’ensuit

que M € f([a,b]) = E. La démonstration que inf(E) € FE est similaire et est laissée en
exercice (Exercice (4.10)). O

Exemple 4.37. 1l est important que la fonction f soit continue sur un segment [a,b], et
non un intervalle ouvert (a, b) ou semi-ouvert comme (a, b| ou [a, b). Par exemple, la fonction
f:(0,1) = R, f(x) = = est continue, mais n’atteint ni de maximum ni de minimum.

Théoréme 4.38 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur un segment [a,b] telle que f(a) # f(b), et soit y un nombre compris entre f(a)
et f(b). Alors, il existe c € (a,b) tel que f(c) =y.

Démonstration. Montrons le cas ot f(a) <y < f(b) (le cas out f(b) < y < f(a) est similaire).
Soit £ = {x € [a,b] : f(x) < y}. Alors, FE est non vide (car a € F) et borné (par a et b),
donc sup(FE) existe. Soit ¢ := sup(E). Montrons que f(c) = y. Puisque a < z < b pour tout
x € E,onaa<c<b, cest-a-dire ¢ € [a,b]. Pour tout n € N, ¢ — % n’est pas une borne

supérieure de F, donc il existe x,, € E tel que ¢ — % < x, < c. Par le théoreme du sandwich
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(Théoréme 2.10), on a lim,, ,,, x, = c. Par la continuité de f en c et le critére séquentiel de
la continuité (Théoréme 4.27), on a f(c) = lim, . f(x,). Puisque f(z,) < y pour tout n,
on a f(c) <y (Proposition 2.22). Comme f(b) > y, on a ¢ # b, et donc ¢ < b. Soit (b,)>2,
une suite telle que ¢ < b, < b pour tout n € N et ¢ = lim,,_,, b,,. Puisque ¢ est une borne
supérieure de E, on a b, ¢ E pour tout n € N, et donc f(b,) > y pour tout n € N. Par
conséquent, f(c) = lim, o f(bn) > y. On a donc f(c) >y et f(c) <y, ce qui implique que

fle)=y. 0
Exemple 4.39. Montrer que le polynoéme z° + 2x + 1 a une racine dans 'intervalle (—1,0).

Solution. Soit
f:[-1,0] — R, f(z)=a2"+22+1.

La fonction f est continue car tout polynome est continu (Exemple 4.26). On a f(—1) =
—1—-2+4+1= —-2et f(0) =1, donc f(—1) < 0 < f(0). Par le théoréme des valeurs
intermédiaires (Théoréme 4.38), il existe ¢ € (—1,0) tel que f(c) = 0. O

Proposition 4.40. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors,
f([a,b]) est un segment.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.36), I'ensemble f([a, b])
a un minimum m = f(Zy;,) et un maximum M = f(Zyay). Montrons que f([a,b]) = [m, M].
On a f([a,b]) C [m, M] car m = f(xmin) < f(2) < f(Tmax) = M pour tout = € [a,b]. Pour
montrer que [m, M| C f([a,b]), soit y € [m, M]. Si y =m alors y = f(xmm) € f([a,b]), et si
y = M alors y = f(Zmax) € f([a,b]). On peut donc supposer que m < y < M, c¢’est-a-dire
f(Zmin) <Y < f(@max). Par le théoréme des valeurs intermédiaires (Théoréme 4.38), il existe
¢ entre Ty et Tyay tel que f(c) =y. Done y € f([a, b]). O

4.5 Continuité uniforme

Soit f : D — R une fonction continue. Par définition, pour chaque x¢y € D et € > 0, il
existe 0 > 0 tel que |f(z) — f(xg)| < € pour tout z € D satisfaisant |x — x| < 0. Notez
que, a priori, le nombre ¢ peut dépendre a la fois de € et de xy. Par exemple, dans I’Exemple

13

4.9 avec f(z) = z?, on a pris 6 = min(1, 1+2—\xo\) I1 est parfois utile de pouvoir choisir un §

uniformément, indépendamment du point xg, c¢’est-a-dire :

Définition 4.41. Une fonction f : D — R est uniformément continue si pour tout
e > 0 il existe un nombre § > 0 tel que pour tous z,y € D satisfaisant |z — y| < 4, on a

[f(z) = f(y)l <e.

Il est clair qu’une fonction uniformément continue est continue.

Exemple 4.42. Montrons que la fonction f : R — R, f(x) = z? n’est pas uniformément
continue. Intuitivement, cela correspond au fait que f croit de plus en plus vite quand x — oo,
et donc plus z est grand, plus il faut choisir un petit . Pour le démontrer, supposons, au
contraire, que f est uniformément continue. En posant ¢ = 1, il existe § > 0 tel que si
|z —y| < 4, alors |22 —y?| < 1. Pour tout z € R, en posant y = 2+ 3 on trouve [r—y| = 3 < §
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et donc |22 — y?| < 1. Cest-a-dire, [2? — (z + $)?| < 1 pour tout € R. En simplifiant,
on a que d|lx + %| < 1 pour tout z € R, ce qui est absurde. Par exemple, on obtient une
2 _ 4§

contradiction avec z = 2 — ¢ car §lz + 2| =4§]3| =2 > 1.

La prochaine définition donne un critére important pour démontrer qu’'une fonction est
uniformément continue.

Définition 4.43. Une fonction f : D — R est lipschitzienne s’il existe une constante
¢ > 0 telle que
|f(x) = f(y)] < clz —y| pour tous z,y € D.

Proposition 4.44. Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. Soit f : D — R une fonction lipschitzienne de constante ¢ > 0. Soit € > 0.
Posons ¢ = £. Alors, pour tous z,y € D tels que |z —y| <0, ona |f(z) — f(y)| < clz —y| <
co =e. O

Dans la prochaine section, on montre que les fonctions trigonométriques sont lipschit-
zlennes.

La propriété d’étre uniformément continue dépend grandement du domaine de la fonction.
Par exemple bien que la fonction f: R — R, f(z) = 2% n’est pas uniformément continue, sa
restriction

f:00,1] — R, f(z)=2a?

est uniformément continue. En effet, pour tous z,y € [0,1], on a

[f(@) = f)l = 2* = y*| = (@ + y)(z — )l = [z +ylle =yl < (2] + y])]z —y| < 2z -y
donc f :[0,1] — R est lipschitzienne. Plus généralement :

Proposition 4.45. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors, f
est uniformément continue.

Démonstration. Supposons, au contraire, que f n’est pas uniformément continue. Alors, il

existe ¢ > 0 tel que pour tout 0 > 0 il existe z,y € [a, b] tels que |[z—y| < det |f(z)—f(y)| > €.

En prenant § = 1 ot n € N, on obtient deux suites (z,)22; et (y,)22, dans [a,b] telles que

|2 —Yn| < L et |f(zn)—f(yn)| > € pour tout n € N. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass

(Théoréme 2.46), il existe une sous-suite (z,, )32, telle que limy_,o x,, = L existe. Puisque
1

Ty, = Yni| < 5n < = pour tout k € N, la suite (yy,, )72, converge aussi vers L (Exercice

(2.16)). Par la continuité de f en L et le critére séquentiel de la continuité (Théoréme 4.27),

on alimy_, f(2n,) = f(L) = limg_,o0 f(yn, ). Par conséquent, limy_,o (f(2n,) — f(yn,)) =0,
contredisant que | f(xp,) — f(¥n,)| = € pour tout k € N. O

Exemple 4.46. La fonction f : [0,1] — R, f(x) = /x est continue (Exercice (4.13)) et
donc uniformément continue. En revanche, cette fonction n’est pas lipschitzienne (Exercice

(4.19)).
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4.6 Fonctions trigonométriques

Les fonctions sin(f) et cos(#) sont définis géométriquement par les coordononnées d’un
point d’arc 6 sur le cercle unitaire :

1 Amn(0)

cos(0)

Montrons que sin et cos sont des fonctions continues. Par leur définition géométrique, il
est clair que
|sin(0)] <1, |cos(f)| <1, pour tout # € R. (4.4)

De plus, est plus long que la droite de longueur sin(f), donc
sin(f) < @ pour 6 > 0. Il s’ensuit que

|sin(f)| < |A|, pour tout 6 € R. (4.5)
On peut aussi déduire géométriquement les identités trigonométriques

sin(a + B) = sin(a) cos(5) + cos() sin(B) (4.6)
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(). (4.7)

L’étudiante ou I’étudiant intéressé peut se convaincre de la validité de ces identités en exa-
minant la figure suivante. (Ces identités peuvent aussi étre obtenus par la formule d’Euler,
sachant que e’ = eil@+h) )
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cos(a + ) sin(a) sin()
L]

a+ 4

sin(3) cos(a) sin(3)

sin(a + ) 1

cos(3) sin(a) cos(f)

a [ ]
cos() cos(p)

De la, en posant a = 5% et § = xTer dans (4.6), on obtient

sin(z) = sin(%5¥) cos(%3Y) + cos(55Y) sin(*52). (4.8)

A + —
De méme, en posant a = ¥ et 3 = Y5* dans (4.6), on a

sin(y) = sin(%5Y) cos(%5¥) — cos(%5Y) sin(%5Y). (4.9)

En soustrayant (4.9) a (4.8), on a

sin(z) — sin(y) = 2sin(%5¥) cos(53Y).

Par conséquent,
[sin(z) — sin(y)]| = 2| sin(%52)|| cos(%52)] < 2/752] = [ — ).

pour tous z,y € R. Il s’ensuit que la fonction sin est lipschitzienne de constante ¢ = 1, et
donc uniformément continue (Proposition 4.44).
Une analyse similaire avec 'identité

cos(z) — cos(y) = —2sin(*F¥) sin(5Y)

montre que cos(z) est aussi lipschitzienne de constante ¢ = 1.
On a donc :
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Théoréme 4.47. Les fonctions trigonométriques
sin:R— R et cos:R—R

sont uniformément continues. O

Continuons de déduire quelques propriétés utiles des fonctions trigonométriques. On dé-
finit la fonction tangente
sin(6)
cos(6)’

tan(f) =
si cos(f) # 0. La figure suivante montre que

0] < [tan(f)|, pour tout —% <60 < 7.

A

LA tan(0)

~

cos(f)

tan(0)

En effet, I'aire du triangle aux sommets (0,0), (1,0), et (1,tan(f)) est =5

I’aire de la portion du disque d’arc 6 est g.
Il sera utile plus tard de connaitre les limites suivantes.

, tandis que

Exemple 4.48. Montrer que
sin(z)

lim

x—0 x

=1.

Solution. Par (4.5), on a |sin(z)| < |z| pour tout x € R, donc # < 1 pour tout = # 0.

‘ sin(x)

cos(z) ” on a

Puisque |z| < |tan(x)| =

cos(z) < sin(x)

<1, pourtout z #0tel que — 5 <z < 7.
x

Puisque cos(z) est continue, on a lim, o cos(x) = cos(0) = 1. Par le théoréme du sandwich
(Théoréme 4.12), lim, o 22 = 1. O

Exemple 4.49. Montrer que



Solution. Puisque sin®(z) + cos?(x) =1, on a
(1 — cos(x))(1 + cos(z)) = 1 — cos?(z) = sin?(z),
donc

1 — cos(x) _ sin?(z) _ sin(z)  sin(z)
T z(1 + cos(x)) r 14 cos(z)

Puisque sin et cos sont continues, la fonction —S2Z_ est continue au point z = 0, et donc

. . .1+cos(a:)
im0 el = o0 a1 onalim, 522 10— 0. O

= 0. Puisque lim,_,q
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4.7 Exercices

(4.1) (a) Montrer que pour tout ¢ € R, I’ensemble D = {¢} n’a aucun point d’accumu-
lation.

(b) Montrer que D = {1,2} n’a aucun point d’accumulation.
(4.2) Soit D = (—1,0) U (0, 1]. Montrer que I’ensemble des points d’accumulation de D
est [—1,1].

(4.3) Montrer que
1 1

lim — = —
=20 XL o
pour tout xy > 0 directement selon la Définition 4.6.
(4.4) Montrer que la limite
lim cos(1)
z—0 z
n’existe pas.
(4.5) Démontrer les parties (b), (c) et (d) du Théoréme 4.11.
(4.6) Montrer que la fonction
fTR—R, f(z)=]1]
est continue.

(4.7) Montrer que la fonction

x? sixz >0

1—22 six<0

fR— R, f($):{

est discontinue.

(4.8) Montrer que la fonction

zeos(1) siz#0

JiR—R f@):{o siz=0

est continue.

(4.9) Soit f : (a,b) — R une fonction continue telle que lim,_,; f(z) = L. Montrer que la
fonction

f(z) sixze(a,b)

g:(a,b — R, g(x):{L siz—=b

est continue.
(4.10) Compléter la démonstration du Théoréme 4.36.
(4.11) Soit f,g: R — R deux fonctions continues. Montrer que

h:R— R, h(xr)=max(f(x),g(z))

est continue.
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(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
(4.17)
(4.18)

(4.19)
(4.20)
(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)

Soit f : R — R une fonction périodique, c’est-a-dire, il existe T > 0 tel que
f(z) = f(x + T) pour tout x € R. Montrer que si f est continue, alors elle atteint
un minimum et un maximum.

Montrer que la fonction f : [0,00) = R, f(z) = \/x est continue. (Indice : \/z —
V= )
Soit f : (a,b) — R une fonction sur un intervalle ouvert (a,b) et soit xy € (a,b)

tel que lim,_,,, f(z) = L > 0. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert (¢, d) inclus
dans (a,b) tel que 2y € (¢,d) et f(x) > 0 pour tout x € (¢, d) tel que x # .

Soient f : [a,b] - R et g: [b,c] — R des fonctions continues telles que f(b) = g(b).
Montrer que la fonction

hila,d — R, hz)= {f(@ siz € [a, 0]

g(x) siz€lb

est continue.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe
a,b € [0,1] tels que |[a — b] = 3 et f(a) = f(b). (Indice : Soit g : [0,3] — R,
g(z) = f(z) — f(5 + ). Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.)

Montrer que le polynéme z* — 223 +32% — 22— 1 a une racine dans lintervalle (1, 2).

Soit f : R — R une fonction périodique (voir Exercice (4.12)) et continue. Montrer
que f est uniformément continue.

Montrer que la fonction f:[0,1] = R, f(z) = /= n’est pas lipschitzienne.
Montrer que la fonction f : [1,00), f(z) = y/z est uniformément continue.

Soit a < b < cet f: (a,c) — R une fonction telle que les restriction f|qy :
(a,b) = R et flpe : [b,c) = R sont uniformément continue. Montrer que f est
uniformément continue.

Soit f :[0,1) — R une fonction continue telle que lim,_,; f(z) existe. Montrer que
f est uniformément continue.

Soient f,g: D — R deux fonctions uniformément continues. Montrer que f + g est
uniformément continue.

Montrer qu'un polynoéme de degré trois a au moins une racine.
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Chapitre 5

Dérivation

5.1 Définition de la dérivée

Intuitivement, la dérivée d’une fonction f au point xy peut étre vue comme la pente de
la droite tangente au graphe de f au point (zo, f(xq))-

Zo \

Cette définition géométrique donne une bonne intuition & ce concept, mais elle n’est
pas satisfaisante en analyse réelle, car elle n’est pas assez précise. On doit la définir plus
formellement pour établir une théorie solide et rigoureuse de la dérivée. Pour y arriver,

observons d’abord que si x est un autre point prés de xg, alors la pente de la droite passant
par (xo, f(x0)) et (z, f(x)) s’approche de la droite tangente plus z est prés de xo.

I6)



Zo

Contrairement a la pente de la droite tangente, que nous cherchons a définir, la pente de
la droite passant par (xo, f(zo)) et (z, f(z)) peut étre calculée explicitement par une formule

simple :
f(z) — f(zo)
r—1x9
Puisqu’on s’attend a ce que cette pente soit une bonne approximation de la pente de la droite
tangente quand z est prés de xg, il est naturel de définir la dérivée comme la limite de ces
pentes quand x tend vers zg :

Définition 5.1. Soit f: D — R et g € D un point d’accumulation de D. On dit que f est
différentiable au point xo € D si la limite

o @) = flwo)

T—T0 T — X

existe. Dans ce cas, la limite est notée f'(xg), ou %(xo), et est appelée la dérivée de f
au point xy. La fonction est différentiable si elle est différentiable en tout point xo € D.
On écrit f@ = f" B = " etc., si ces dérivées existent. On dit que f est infiniment
différentiable si f*) existe pour tout k € N.

Remarque 5.2. On a

i F@) = flwo) o flwo+h) = flwo)
h

T—x0 xr — Xo h—0
Il est parfois utile d’exprimer la dérivée avec le coté droit.

Exemple 5.3. Montrer que toute droite
f[R—R, f(x)=ar+b

est différentiable et que f'(z) = a.
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Solution. Soit ¢ € R. On a

f(x) = f(zo)  (ax+b) — (azo+b) a(x — x0)

Y

T — X T — Xg T — o
donc
lim f(x) = f(z0) —a,
T—T0 T — X
c’est-a~dire, f'(zg) = a. O

Exemple 5.4. Montrer que la fonction
f:R—R, f(zr)=2a"
est différentiable et trouver sa dérivée.

Solution. Soit o € R. On a

f) = flwo) _ 2® =5 _ (x—w0)(x + 7o)

= = =+ x9.
r — Tg r — X9 r — X9
Donc
lim J@) = f(@o) = lim (z + o) = 2y,
T—rx0 Tr — IO T—rT0
c’est-a-dire, f'(z¢) = 2x0. O

Exemple 5.5. Montrer que les fonctions trigonométriques
sin:R— R et cos:R—R
sont différentiables et que
sin’(x) = cos(z) et cos'(x) = —sin(z).

Démonstration. Soit g € R. On a

sin(x) — sin(xg) I sin(xzg + h) — sin(xg)

lim = lim
T—T0 xr — X h—0 h
_ lim sin(zg) cos(h) + cos(xg) sin(h) — sin(zo) (par (4.6))
h—0 h
s , cos(h) — 1 sin(h)
= }ILILI%) (sm(aco)T + COS(IO)T
= sin(xg) - 0 + cos(xg) - 1 (Exemples 4.48 et 4.49)
= cos(xo).

Donc sin est différentiable en xq et sin’(xg) = cos(zg). Un argument similaire montre que
cos'(zg) = —sin(xg) (Exercice (5.1)). O
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5.2 Propriétés de la dérivée

Proposition 5.6. Si une fonction f : D — R est différentiable au point xq € D, alors elle
est continue au point xo. En particulier, toute fonction différentiable est continue.

Démonstration. On a

i 1(o) =t (PO @) b)) = 70004 ) = s
donc f est continue en xg par la Proposition 4.21. O

En revanche, une fonction continue n’est pas nécessairement différentiable :

Exemple 5.7. Soit f : R — R, f(z) = |z|]. Cette fonction est continue (Exercice (4.6)).
Montrer qu’elle n’est pas différentiable au point 0.

Solution. Pour tout x # 0, on a

fx) = f(0) _ |«]

0 :?:sgn(:ﬁ).

La limite de sgn(z) au point 0 n’existe pas (voir la solution de I’Exemple 4.23), donc f n’est
pas différentiable au point 0. O

Soit f : D — R une fonction différentiable au point ¢y € D. La tangente de f au point
xg est la droite de pente f’(zq) passant par (zo, f(xg)), c’est-a-dire,

T:R—R, T(x)= f(xo)+ f(x0)(x— x0).

La propriété fondamentale de la dérivée est que cette tangente est une bonne approximation
de f pres de xg :

Théoréme 5.8. Soit f : D — R une fonction différentiable au point xo € D. Alors, il existe
une fonction € : D — R continue au point xo telle que £(zo) =0 et

flz) =T(x) +e(x)(x —x9), pour tout x € D, (5.1)

ot T(z) = f(xo) + f'(x0)(x — o) est la tangente de f au point xy. Par conséquent, il existe
une fonction ¢ : D — R telle que ¢ est continue en xo, p(xo) = f'(z0), et

f(x) = f(wo) + () (x — 20).
De plus, si f est continue sur D, alors € et ¢ le sont aussi.

Démonstration. Soit

e:D—R, ex)=

f(z)-T(z) :
T S1 2 §é o
0 si z = x.
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La fonction ¢ satisfait (5.1) et est continue au point xg si et seulement si lim,_,,, £(z) = &(zo)
(Proposition 4.21). Pour tout z # xg, on a

flx) =T(x)  f(x)— f(xo) — f(wo)(x —w0)  f(x)— f(20)

o o . _ !
o) = r—x9 T — oz — f@o),
donc
i <() = /() = f'(a0) = 0 = e(a).
et € est continue en zg. On définit alors p(z) = f'(xg) + (z). O

Remarque 5.9. L’interprétation de ce théoréme est que, puisque la fonction € est continue
au point xy et que (xg) = 0, on a que £(x) est trés petit prés de xg, et donc f(z) = T'(z)
prés de xg.

En plus de donner une intuition géométrique de la dérivée, le précédent théoréeme est
utile pour de nombreuses démonstrations. Entre autres :

Théoréme 5.10 (Théoréme de dérivation des fonctions composées). Soient f : D — R
et g : E — R des fonctions telles que f(x) € E pour tout x € D. Si f est différentiable
en xg € D et g est différentiable en f(xo) € E, alors la composition go f : D — R est
différentiable en xq, et

(go f)/(xo) = 9/<f($0>>f/($0)-

Démonstration. Grace au Théoréme 5.8, on peut écrire f(z) = f(xo) + ¢(x)(z — z0), ou
¢ : D — R est continue en zq et p(zrg) = f'(x0). De méme, soit yo = f(xg), on a g(y) =
9(o) + UV (y)(y — yo), ot ¢ : E — R est continue en yqy et ¥ (yo) = ¢'(yo). Il s’ensuit que

9(f(x)) = 9(yo) + (f (x))(f () = vo)
9(f (o)) +o(f(2))(f(x) = f(20))
9(f (o)) + ¢ (f (@) () (2 — o),

et donc
9(f(z)) — g(f(x0))

r — 2o

= ¢(f(2))p(x)

pour tout z € D. Puisqu'une composition et un produit de fonctions continues sont continues
(théorémes 4.31 et 4.25), on a que ¥ (f(x))p(x) est continue en z,. Par conséquent,

o 9 (@) = g (a0)) _

T—rT0 xr — ,ZUO T—rT0

|

=
=
—
—
&
5
&

I

Y(f(x0))p(w0) = ¢'(f(20)) [ (w0). O

Théoréme 5.11. Soient f,g: D — R des fonctions différentiables en z.

(a) f+ g est différentiable en xq et (f + g)'(z0) = f'(x0) + ¢'(z0).
(b) Pour tout ¢ € R, cf est différentiable en xq et (cf) (xo) = cf'(xo).
(c) fg est différentiable en xq, et

(f9) (20) = f'(20)g(x0) + f(20)g' (20).
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(d) Si g(x) # 0 pour tout = € D, alors L ; est différentiable en xo et

f'(w0)g(x0) — f(20)g'(20)
g(o)? .

(f)'(l’o) =

Démonstration. (a) On a

iy U HO) U baen) _ , (J0)=Sla) o) — o)

T—T0o r — 29 T—T0 r — Xy r — 2o
— lim f(x) — f(xo) 4 lim g(x) — g(xo)
T—T0 r — 29 T—T0 r — 29

= ['(x0) + ¢ (o)

puisque la limite d’une somme est la somme des limites (Théoréme 4.11(a)).
(b) Grace au Théoréme 4.11(b), on a

i D@ = (eNwo) _ - S@) = [(x0)
T—xTo T — X T—x0 T — Xo
i L@ 1)
T—T0 T — To
= cf'(xo).

(c) Par le Théoréme 5.8, il existe des fonctions ¢, : D — R continues au point x, telles
que p(zo) = f'(x0), ¥(20) = g'(20), et

f(z) = f(xo) + ¢(x)(x — x0), pour tout z € D
g(x) = g(xo) + Y(x)(x — x9), pour tout z € D.

Par conséquent, pour tout x € D tel que x # xg, on a

(f9)(x) = (fg)(wo) _ (f(zo) + p(x)(z — x0))(g(x0) + () (x — x0)) — f(x0)g(x0)

= [(z0)¥(x) + ¢(x)g(w0) + ()Y (2) (2 — o).

Puisque ¢ et ¢ sont continues en zy, on a lim,_,,, p(z) = p(x¢) = f'(z0) et lim, ., ¥(z) =

¥(xo) = ¢'(z0). Alnsi,

i GOEZUDE) _ pi0)00) 4 gt + 7 @l ) -0,

et donc (fg)'(zo) = f(w0)g'(x0) + f'(x0)g(x0)-
(d) Soit ¢ et 9 tels qu'en (c). On a

(f/9)(x) = (f/9)(wo) _ f(x)g(x0) — f(x0)g(x)
T — T 9(@)g(xo)(x — z0)
_ (f(o) + () (z — 20))g(0) — f(w0)(9(x0) + ¥ (x) (2 — x0))
9(x)g(xo)(x — o)
_ p(z)g(xo) — f(w0)Y(2)

g(x)g(xo)
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donc, par continuité de p, ¥ et g en x,

L (9@ = (g)wo) _ . e@glee) = fa)()
T—T0 xr — X =T g(I)g(Io)
_ p(wo)g(xo) — f(0)¥(20)
g(o)?
_ f'(x0)g(x0) — f(xo)g’(azo)‘
9(1’0)2

Exemple 5.12. La fonction

zcos() siz#0

fR—R, f(x):{o siz=0

est continue (Exercice (4.8)). Calculer sa dérivée pour z # 0 et montrer qu’elle n’est pas
différentiable en x = 0.

Solution. Pour x # 0, on utilise, d’'une part, la régle du produit (Théoréme 5.11(c)) avec
7 et cos(2), et d’autre part le théoréme de dérivation des fonctions composées (Théoréme

T

5.10) pour cos(1). On obtient,

f(z) = % (:c Cos(x))

_ (d%x) cos(2) + (% COS(§)>
= 1-cos(d) + = (— Siﬂ(%)% (i))
— cos(L) + o (— sin(;) G%))

= cos(1) + Lsin(2).

|—=

Ce calcul n’est pas valide pour x = 0. On a

lim @) = J(0) = lim cos(1),

z—0 x—0 z—0

et cette limite n’existe pas (Exercice (4.4)). Par conséquent, f n’est pas différentiable en
xz=0. [

5.3 Théoréme de la moyenne

Le prochain résultat est un des fondements du calcul différentiel : la dérivée permet de
localiser les points extrémes d’une fonction.
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Théoréme 5.13 (Théoréme de Fermat). Soit f : (a,b) — R une fonction atteignant un
minimum ou un mazximum & un point xo € (a,b). Si f est différentiable en o, alors f'(zg) =

0.

Démonstration. Démontrons le cas ol zy est un maximum ; le cas ol g est un minimum est
démontré de maniére semblable. On doit montrer que f'(z¢) = 0. Si f'(zo) > 0, alors

o @) = flw)

T—T0 T — X

> 0.

Dong, soit € = f’(zg), par la définition de la limite, il existe § > 0 tel que

f(@) = f(xo)

— f'(zo)| <e= f'(x9) pour tout z € (a,b) tel que 0 < |z — zg| < 4.
T — 2o

Il s’ensuit que

f(@) — (o)

T — Tg

0< < 2f'(xg) pour tout z € (a,b) tel que 0 < |z — x| < 0.

En particulier, pour tout = € (a,b) tel que zo < x < 2o+ J, on a

f@) — f(xo)

f(@) = f(zo) = (z — z0) T — 7o

>0 = f(x)> f(xo),

contredisant que f(xy) est un maximum de f. De méme, si f'(x¢) < 0, alors il existe 6 > 0

tel que
f(z) — f(zo)

<0 pour tout x € (a,b) tel que 0 < |z — o] < .
r — I

Il s’ensuit que si z € (a,b) est tel que xg — J < z < xg, alors

F@) = 10 = =) LI o o ) > ),
contredisant que f(xp) est un maximum de f. Par conséquent, f'(z) = 0. O

Théoréme 5.14 (Théoréme de Rolle). Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que
f(a) = f(b) =0. Si f est différentiable sur (a,b), alors il existe un nombre c € (a,b) tel que
f'(e) = 0.

Démonstration. Par le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.36), f atteint un mini-
mum f(zp,) et un maximum f(Zyax). St f(Zmin) = f(Zmin) = 0, alors f est constante et
'on peut prendre n’importe quel point ¢ € (a,b). Si non, soit f(Zmm) < 0, ou f(Zmax) > 0.
Si f(Zmin) < 0, alors z,, € (a,b) et donc f/(xyin) = 0 par le théoréme de Fermat (Théo-
réme 5.13). Dans ce cas, on peut donc prendre ¢ = ;. De méme, si f(Zpax) > 0, on a
Tmax € (a,0) et f'(xmax) = 0, donc on prend ¢ = Zpax. O

Le prochain théoréme est un outil indispensable de ’analyse réelle.
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Théoréme 5.15 (Théoréme de la moyenne). Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur
la,b] et différentiable sur (a,b). Alors, il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que

£0) — f(a)

o) = =

Démonstration. Soit L : R — R la droite passant par (a, f(a)) et (b, (b)), c’est-a-dire

f(b) — f(a
£ = POy 4 gy
—a
La fonction g(x) = f(z)— L(z) satisfait alors les hypothéses du théoréme de Rolle (Théoréme
5.14), donc il existe ¢ € (a,b) tel que ¢'(c) = 0. Puisque L'(x) = %, on a ¢'(c) =
f(c) — f(bl)]—f(a) —0. ]

b

|

|

|

|

|

|
C

a

Exemple 5.16. Dans 'Exemple 4.39, on a montré que le polynéme x°® + 2z + 1 a une racine
dans I'intervalle (—1,0). Montrer que cette racine est unique.

Solution. Soit f : [-1,0] = R, f(z) = 2° + 22 + 1. Supposons qu'il existe deux nombres
a,b € (—1,0) tels que a < b et f(a) = 0 et f(b) = 0. Par le théoréme de la moyenne
(Théoréme 5.15), il existe ¢ € (a,b) tel que f'(c) = W = 0. Mais f'(z) =521 +2 > 2
pour tout x, donc f’ n’a pas de racine, contredisant que f’(c¢) = 0. Par conséquent, la racine
est unique. ]

Montrons deux applications du théoréme de la moyenne.

Théoréme 5.17. Si f : [a,b] — R est différentiable et f' : [a,b] — R est bornée, alors f est
lipschitzienne (Définition 4.43).

Démonstration. Puisque f’ est bornée, il existe M > 0 tel que |f'(z)]

< M pour tout
€ la,b]. Soit x,y € [a,b] tels que x < y. Alors f est différentiable sur [z,y],
c)

donc, par
] , P

théoréme de la moyenne (Théoréme 5.15), il existe ¢ € (z,y) tel que f'(c) = % Il
sensuit que |£(z) — ()] = |f/(0)llz — 9l < Mz — y]. .
Exemple 5.18. Montrer que la fonction f : [0, 3] = R, f(z) = Cosl(x) est lipschitzienne.

Solution. La dérivé f'(z) = Csé;(g) est continue sur [0, ¥] et donc bornée (Théoreme 4.34).
Par le Théoréme 5.17, f est lipschitzienne. O
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Définition 5.19. Une fonction f: D — R est croissante si f(z) < f(y) pour tous = < y,
strictement croissante si f(x) < f(y) pour tous x < y, décroissante si f(x) > f(y) pour
tous x < y, et strictement décroissante si f(x) > f(y) pour tous x < y. Une fonction est
monotone si elle est croissante ou décroissante.

Théoréme 5.20. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur |a,b] et différentiable sur

(x) > 0 pour tout x € (a,b), alors f est croissante.
Si f’(x) > 0 pour tout z € (a,
() (
() (

, alors f est décroissante.

b)

b), alors f est strictement croissante.
< 0 pour tout x € (a,b)

b)

< 0 pour tout x € (a,b), alors f est strictement décroissante.

(5) Si f'(x) =0 pour tout x € (a,b), alors f est constante.

Démonstration. Montrons (1) ; les autres parties sont laissées en exercice. Soient x,y € [a, b]
tels que x < y. Par le théoréme de la moyenne (Théoréme 5.15) appliqué a la restriction de
[ sur [z,y], il existe ¢ € (z,y) tel que f'(c) = % Puisque y — 2z > 0 et f'(c) > 0, on a
fly) = f(z) = f'(e)(y —x) = 0, donc f(z) < f(y). O

Le théoréme de le moyenne est aussi utile pour obtenir des approximations de fonctions.

Exemple 5.21. Soit la fonction
Fi[0,5] — R, f(z) =sin(z).

Pour tout = € (0, 7], le théoréme de la moyenne (Théoréme 5.15) appliqué a [0, z] donne un
point ¢ € (0,z) tel que

= = f'(¢) = cosc < 1.
On retrouve donc l'inégalité
sinz <z pour tout 0 <z < 7.

Soit g(z) = 1 — % — cos(x), pour x € [0,F]. Par le théoréme de la moyenne, pour tout

z € (0, %], on a un point ¢ € (0,z) tel que

g(xi : g(O) _ -5 ; cos(z) = ¢'(c) = sin(c) — ¢ < 0.

Donc )

T
1-— 5 < cos(x), pour tout 0 <z < 7.

Maintenant, soit h(x) = sin(z) — x + ‘”7:’. Par le théoréme de la moyenne, on a un point
c € (0,x) tel que

h(z) — h(0)  sin(z) —z+ % 2
(:2_0(): ()x 6:h’(c):cos(c)—1+%>0.
Il s’ensuit que
3
T — % <sin(xz) <z, pour tout x € (0, 7.
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5.4 Reégle de I’'Hopital

Une des premiéres techniques apprises dans un cours de calcul différentiel pour calculer
des limites est la célebre « régle de I’'Hopital ». Elle permet de calculer des limites de la
0 00

forme § ou 2 en dérivant le numérateur et le dénominateur. Pour démontrer cette regle,

nous aurons besoin de la généralisation du théoréme de la moyenne suivante.

Théoréme 5.22 (Théoréme de Cauchy). Soient f et g des fonctions continues sur [a,b] et
différentiables sur (a,b) telles que ¢'(x) # 0 pour tout x € (a,b). Alors, il existe un point

c € (a,b) tel que
)=o) 110
g(b) —gla)  g'(c)

Démonstration. Puisque ¢'(z) # 0 pour tout x € (a,b), le Théoréme de la moyenne (Théo-
réme 5.15) implique que g(a) # g(b). On peut donc définir la fonction

(5.2)

h:la,b) — R, h(z)=

On note que h est continue sur [a, b], différentiable sur (a,b), et que h(a) = h(b) = 0. Par le
Théoréme de Rolle (Théoréme 5.14), il existe ¢ € (a,b) tel que A'(c) = 0. Il s’ensuit que

0="H(c)= FOETOIAE (),

ce qui implique (5.2). ]

Remarque 5.23. On retrouve le Théoréme de la moyenne (Théoréme 5.15) comme cas
particulier du Théoréme de Cauchy en posant g(x) = x pour tout x € [a,b]. Le Théoréme
de Cauchy a aussi une interprétation géométrique semblable & celle du Théoréeme de la
moyenne. En effet, en pensant & f et g comme paramétrant une courbe planaire [a,b] —
R% ¢t — (f(t),9(t)), le théoréme dit qu’il existe un temps ¢ € (a, b) tel que la droite tangente
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au temps c est paralléle a la droite passant par (f(a),g(a)) et (f(b),g(b)) :

AN

(f(b), g(b))

(5)=92)
ente = gf@//f@

/ pente - @

On peut formuler la version % de la régle de I’'Hopital de la fagon suivante.

Théoréme 5.24 (Régle de ’'Hopital %). Soient f et g des fonctions différentiables sur un
intervalle (a,b) telles que

lim f(x) =0 et limg(x)=0.

r—ra T—a

Sig(x) #0 et ¢'(x) # 0 pour tout x € (a,b) et la limite

f'(z)
z—a g’(x)
existe, alors
/
lim M = lim f/(:z:)
e g(z) e ()
Démonstration. Soit € > 0. Puisque lim,_,, g :gg = L existe, il existe un nombre § > 0 tel

que si 0 < |xr —a| < § alors

f(z) €
g () L' =2

Soit x € (a,b) tel que 0 < |z — a| < 4. On veut montrer que

10y

g(z)
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Puisque lim,_,, f(y) =0 et lim,,, g(y) =0, on a

flz) = fly) _ f(z)

W @) —gly) g0

Ainsi, il existe un nombre §; > 0 tel que si 0 < |y — a| < d; alors

fl@) = fly) _ flx)

g(x) —gly)  g(z) '

2

<

Posons y € (a,b) quelconque satisfaisant @ < y < a + §; et a < y < x. Par le Théoréme de
Cauchy, il existe ¢ € (y, z) tel que

Puisque a < c <z <a+d,onal < |c—al <d, donc 70

I'e) L‘ < 5. Il s’ensuit que

f@) (@) f@ - 1w (@
9() L’ ‘(gm o —g<y>> ! (g'<c> L)’
flz)  fl@)—fy| |l
R CErO) ‘ B L‘
€L & _ O
< 5 + 5 €
Exemple 5.25. Montrons que L,
lim —2 9

z—01 — cosx

Les fonctions f,g : (0,7) — R définies par f(z) = sin®z et g(z) = 1 — cosz sont diffé-

rentiables. On a lim,_,o f(z) = 0 et lim, o g(z) = 0. De plus, g(z) = 1 —cosz # 0 et
¢'(z) = sinz # 0 pour tout x € (0,7). On a
. f'(x) 2sinx cosx

=lim —— = lim2cosx = 2,
z—0 g’(;)j) z—0 sin ¢ z—0

car cos est continue et cos0 = 1. Par la régle de ’'Hopital (Théoréme 5.24), on trouve alors

lim sin? o f'(z)

=2
201 —cosx =0 ¢'(x)

Pour formuler la version %2, il faut d’abord une définition de la limite vers I'infini :

Définition 5.26. Soit f : D — R une fonction et zy un point d’accumulation de D. On dit
que f tend vers linfint quand x tend vers xy, noté

e, (#) = oo,

si pour tout y € R il existe § > 0 tel que pour tout z € D satisfaisant 0 < |z — x¢| < J, on a

f(z) >y,
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Théoréme 5.27 (Reégle de 'Hopital 2). Soient f et g des fonctions différentiables sur un
intervalle (a,b) telles que

lim f(z) =00 et limg(x)=cc.
T—a T—a

Si g(x) #0 et ¢'(x) # 0 pour tout x € (a,b) et la limite

tim L)
=a g ()

existe, alors

o @) )

T—a g(:p) r—a g’(a}).

La démonstration est semblable & celle du Théoréme 5.24 et est omise. L’étudiante ou
I'étudiant intéressé peut consulter [1, Théoréme 5.28] pour voir la démonstration.

5.5 Théoréme de Taylor

Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable et soit z¢ € (a,b). On a vu que la droite

tangente
T:R—R, T(x)=f(zo)+ f'(x0)(x — x0)

est une bonne approximation de f prés de zy (Théoréme 5.8) :

f(z) = f(xo) + f'(x0)(x — xo), pour z = x.
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Si 'on veut améliorer cette approximation, on peut essayer de trouver, par exemple, la
fonction quadratique qui approxime le mieux f(x) prés de zg :

Mais comment trouver la meilleure fonction quadratique ? Et la meilleure fonction cubique,
etc.?

o \
Le but de cette section est de répondre a ces questions.

Définition 5.28. Soit f : D — R une fonction et zy € D tel que f'(zo), f"(%0), - . -, f™ (o)
existent. Le polynéme de Taylor d’ordre n au point x, est le polynéme

Pu(x) = f(w0) + f'(z0)(x — o) + f”gO) (z—x0)®+ -+ _f(”;(!%)

(x — x0)".

On note que P,(zo) = f(xo), P.(zo) = f'(x0), et plus généralement, P,gk)(xo) = f®)(x0)
pour tout k = 0,1,2,...,n. Clest-a-dire, le polyndéme P, () a les mémes n premiéres dérivées
que f au point zo. En fait, P,(x) est 'unique polynome de degré n avec cette propriété :

Proposition 5.29. Soit f : D — R une fonction et o € D tel que f'(x0), f"(20), ..., f™ (x0)
existent. Alors, le polynéme de Taylor d’ordre n au point x¢ est 'unique polynome de degré
n tel que

p(k)(wo) — f(k)(xo)
pour tout k =0,1,2,...,n.
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Démonstration. Soit Q(z) un polynome de degré n tel que Q™) (zo) = f*) () pour tout k =
0,1,2,...,n. Puisque Q(z) est de degré n, on peut I’écrire de la forme Q(x) = ag+ai(r—x¢)+
as(x—x0)% 4+ +an(x —10)", ot a; € R. On a alors Q(xg) = ag, Q' (7o) = a1, Q" (xg) = 2as,

., QW (o) = Kklay, pour tout k =0,1,2,...,n. Il sensuit que a = %Q(k)(xo) = %f(k)(:co)
pour tout k =0,1,...,n, donc Q(z) = P,(z). ]

Il est alors intuitivement clair que P,(x) est une bonne approximation de f prés de z.
Plus précisément, on a :

Théoréme 5.30 (Théoréme de Taylor). Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f', f", ..., f™+Y
existent sur [a,b]. Soit xq € [a,b] et soit P, le polynéme de Taylor d’ordre n au point xy.
Pour tout z € [a,b], il existe un point ¢ compris entre xqy et x tel que

f(n+1) (C)

CESA 7o) (5:3)

f(x) = Pu(z) +

Démonstration. Soit x € [a,b]. Si x = xy, alors (5.3) est valide pour tout ¢. On peut donc
supposer que x # xg. Soit M € R tel que

f(z) = Py(z) + M(x — z0)" " (5.4)
(c’est-a-dire, M = %) On doit montrer qu’il existe c¢ entre zy et = tel que M =
10 s
g:lab] — R, gly) = fy) — Puly) — M(y — 20)" "
On a

9" (y) = " (y) — (n+1)IM.

11 suffit alors de montrer que g™+ (¢) = 0 pour un point ¢ entre z, et z. Puisque pP (x) =
f®)(x4) pour tout k=0,1,2,...,n, on a

g(flﬁ'()) = 07 g,($0) = Oa g//({lfo) = 07 R g(N) (:EO) =0.

On a aussi g(z) = f(x) — P,(z) — M(x — x¢)"" = 0 par (5.4). Puisque g(z¢) = g(z) =0, le
théoréme de Rolle (Théoréme 5.14) implique qu’il existe ¢; entre xq et x tel q g'(c1) = 0.
De méme, puisque ¢'(zg) = ¢'(c1) = 0, il existe ¢z entre zo et ¢; tel que ¢”(c2) = 0. En
continuant de la sorte, on obtient un nombre c,,; entre 7o et x tel que g™V (¢, 1) =0. O

En particulier, le théoréme de Taylor implique que si £+ est bornée par une constante
M > 0, alors
f(x) = P,(x) + R,(z), pour tout = € [a, b,

ot R, : [a,b] — R est une fonction telle que

M|z — x|" ™!

R,(2)] £ ————— our tout x € |a, b).

R < S . )

M|z—xo|? Tt
(n+1)!

Donc la fonction R, est petite quand n est grand La condition que f"*1 soit bornée est

9] M|a: zo|™

= 0 car la série ) > —

Notons que lim,,_, converge par le test du rapport.

90



valide, par exemple, si f("+?) existe car toute fonction différentiable est continue (Proposition
5.6) et toute fonction continue est bornée (Théoréme 4.34). Ainsi, le théoréme de Taylor est
utile pour trouver des approximations de fonctions et quantifier précisément la différence
entre la fonction et I'approximation.

Exemple 5.31. Trouvons une approximation quintique (d’ordre 5) de la fonction sin z prés
de 0. Le polynéme de Taylor est de la forme
5

Ps(x) = sin(0) + sin’(0)z + Sin"(O)x—2 + sin(?’)(O)I—3 + sin(4)(0)x—4 + 5in® (0) —.
2 6 24 120
On a
sin”(z) = — sin(z)
cos”(x) = — cos(z),
donc
sin(0) =0
sin”(0) = —sin(0) =0
sin®(0) = —sin”(0) = 0,
et

sin’(0) = cos(0) =1
sin®(0) = —sin’(0) = —1
sin®(0) = —sin®(0) = 1.

Il s’ensuit que

3 2P

P, =r——+ —.
s(#) =2 =5+ 155
Par le théoréme de Taylor (Théoréme 5.30), pour tout = € R, il existe un point ¢ entre 0 et
x tel que
i (6)
sin'®(¢) 46
6!
|z

Par exemple, si —1 < x < 1, la difference entre sin(z) et = — g—? + "g—? est d’au plus 6—!‘ < é <
0.002.
Plus généralement, on trouve

[sin(a) — Py(a)] =

P2n+1 (x) _ Z &z%—i—l.

— (2k +1)!
Par le théoreme de Taylor, pour tout x € R il existe un point ¢ entre 0 et = tel que
sin®"*+2)(¢) sin(c)  gnio 22
@n+2) " @n+ 21" 2n+2)
Par exemple, si I'on veut une approximation de sin(x) sur [0,7/2] avec une précision d’au
plus 4+0.0001, il suffit de prendre n € N assez grand pour que (m/2)2r 2 < 0.0001. II est

(71./2)2n+2 N . . . 5 (2n+2)!
Gnrar & la main (bien que laborieux), et I'on trouve

[sin(x) — P (2)] = 2| <

possible de calculer
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(71_/2)2n+2

(2n+2)!
0.25367. ..
0.0208635 . ..
0.00091926 . . .

0.000025202. ..

>~ W N |3

Ainsi, n = 4 est suffisant. C’est-a-dire, nous avons la certitude que le polynéme

23 x° x’ x?

P(z)—g— X
5() =7 ==+ 150~ 5080 T 362880

est suffisant pour calculer sin(z) sur [0,7/2] & la quatriéme décimale pres.

Une autre application du théoréme de Taylor est de trouver des minimums et des maxi-
mums relatifs d'une fonction.

Définition 5.32. Soit f : [a,b] — R une fonction. Un point zq € [a,b] est un mazimum
relatif de f s’il existe 0 > 0 tel que f(xg) > f(z) pour tout x € (xg—3,z9+0). De méme, x
est un minimum relatif s’il existe § > 0 tel que f(xg) < f(z) pour tout x € (zo—4, xo+9).

Théoréme 5.33. Soit [ : [a,b] — R une fonction telle que f', f", ..., f@™) existent et sont
continues sur |a,b] pour un certain n € N et xy € [a,b] tel que

f/(ZL‘()) = O, f”(l'o) = 0, ceey f(2n_1) (lL‘O) = O

(a) Si f@)(x0) >0, alors x¢ est un minimum relatif de f.
(b) Si f®")(x4) <0, alors xo est un mazimum relatif de f.
Démonstration. Soit Py,_1(x) le polyndéme de Taylor d’ordre 2n — 1 au point zy. Par le

théoréeme de Taylor (Théoréme 5.30), pour tout = € [a, b], il existe un point ¢ entre xy et z
tel que

f(z) = Py—1(x) +

Puisque f*)(29) = 0 pour tout k = 1,2,...,2n — 1, on a Py,_1(x) = f(x¢). C’est-a-dire,

Fe"(e)
(2n)!

2n

f(z) = f(zo) +

(x — z9)

Montrons (a). Puisque £ est continue et f?™ (o) > 0, il existe § > 0 tel que ™) (z0) >0
pour tout x € (zg — 0, x¢ + 0) (Exercice (4.14)). Comme c est entre xq et x, il s’ensuit que

f@(c) > 0 et donc f(z) = f(xo) + fg;j)(!c) (x — 20)?" > f(xg) pour tout x € (w9 — d, 2o +9).

Montrons (b). Puisque f®" est continue et f%(zy) < 0, il existe § > 0 tel que
f@(z4) < 0 pour tout x € (zg — 0,79 + 6). Comme c est entre zy et x, il s’ensuit que

f@(c) < 0et donc f(x) = f(xg)—i-%(x—xg)?" < f(zo) pour tout x € (xg—0, zo+0). [

Corollaire 5.34 (Test de la dérivée seconde). Soit f : [a,b] — R une function telle que f’
et f" existent et sont continues et soit xy € |a,b] tel que f'(x) = 0.
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(a) Si f"(xg) >0, alors xy est un minimum relatif de f.

(b) Si f"(zo) < 0, alors zy est un mazimum relatif de f.
Exemple 5.35. La fonction
f:R—R, f(r)=(1+2%)cosz
a un minimum relatif au point xg = 0 car

f'(x) =2xcosx — (1 + %) sinx

f"(x) =2cosz — 4rsinz — (1 +2%) cosx

donc f'(0) =0et f/(0)=1>0.

5.6 La méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode numérique visant a approximer les racines
d’une fonction f : [a,b] — R. L’idée est de construire une suite (z,)% telle que la limite
lim,, o &, = 7 est une racine de f. La suite (x,)2%, est obtenue géométriquement de la
manicre suivante. Pour un point arbitraire xy € [a,b] prés de r, on note T'(z) = f(zo) +
f'(zo)(x — ) la droite tangente de f au point xy. Cette droite 7' coupe 'axe des = en un
point x;. Explicitement, pour trouver x; on doit résoudre 1’équation

T(z1) = f(xo) + f'(20) (21 — x0) = 0,

ce qui donne

f(iEO)
f'(wo)

Tl = Ty —
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On remarque ensuite que le nouveau point x; est plus prées de la racine :

v Y

On peut alors répéter le processus a partir x1, ce qui nous donne un autre point

f(x1)
f'(z1)

encore plus prés de la racine. En continuant de la sorte, on obtient une suite (z,)5, qui
converge vers r. Pour que cela fonctionne, on a besoin de certaines hypothéses sur la fonction.
Par exemple, sur le graphique ci-haut, on a supposé implicitement que f est croissante. Plus
précisément, la méthode peut s’exprimer ainsi :

To =1 —

Théoréme 5.36 (Méthode de Newton). Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f" et f”
existent sur [a,b] et f” est bornée. Supposons que f(a) < 0 < f(b) et f'(x) > 0 pour tout
x € |a,b], ou que f(a) > 0> f(b) et f'(x) < 0 pour tout x € |a,b]. Alors, il existe un segment
lc,d] C [a,b] contenant une racine r de f tel que pour tout xo € [c,d], la suite (x,)5°, définie
par la relation de récurrence

f(zn1)

—_ our tout n € N 5.5
oy ! (5.5)

Tp = Tp-1 —

converge vers r.

Démonstration. Montrons le cas ou f(a) < 0 < f(b) et f'(x) > 0 pour tout = € [a, b] ; 'autre
cas est semblable. Puisque f” est bornée, il existe M > 0 tel que

|f"(x)| < M, pour tout = € [a,b].

De plus, puisque f” existe, la fonction f’ : [a,b] — R est continue (Proposition 5.6). Par
le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.36), la fonction f” atteint un minimum m =
f/(xmm) > 0.

Puisque f(a) < 0 < f(b), le théoréme des valeurs intermédiaires (Théoréme 4.38) im-
plique qu'il existe un point r € (a, b) tel que f(r) = 0.
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Considérons le segment
I:=1[r—o,r+94,

ot > 0 est suffisament petit pour que 6 < 2m/M et I C [a, b].

Soit zg € I et soit (x,)32, la suite définie par (5.5).

Montrons par récurrence que x,, € I pour tout n. Le cas ou n = 0 est donné. Supposons
que x, € I. Par le théoréme de Taylor (Théoréme 5.30) appliqué au point z,, il existe un
point c¢ entre r et z,, tel que

0= £(r) = flw) + P -z + T )2
En divisant par f'(x,), on trouve
flzn) (r—a.)® f"(c) _
() +r—x,+ 5 ) =0.

On a alors,

flan) 1M (=)

V@) P 2 i

Tpt1 —T =X

Il s’ensuit que

" _ 2 2
1O =zl _ M8

el — T = < 0.
e R
Ainsi, z,, € I pour tout n. De plus, par (5.6), on a
[f" ()] |r — ] _ M0
_ — < — .

‘anrl 7“’ |f/(xn)| 2 = 29m |xn 70|

Ainsi,
Mo

Tp1 — 1| < %Mn —r|

_ (M3 2 | |
>~ 2m Tp—1 r

< Mé "l
~ % ZL‘l—’I“|.

Puisque 0 < g/[—nf < 1,on alim,_, (12‘/1—7?3)" |1 —7r| = 0 (Exemple 2.28), et donc lim,, o x,, = T
par le théoréme du sandwich (Théoreéme 2.10). ]

Exemple 5.37. Soit f : [1,2] 2 R, f(z) =2*—2.Ona f(1) = -1 <0< 2= f(2) et
f'(x) = 2z > 0 pour tout = € [1,2]. Le théoréme de Newton montre alors que la suite définie
par

I?’L*l — 2 Tp—1 1

Tn = Tp—1 — = +
an—l 2 Tn-1

converge vers v/2 pour z, suffisament prés de v/2. On retrouve ainsi la suite de I'Exemple
2.29.

95



5.7 Exercices

(5.1)
(5.2)

(5.3)

(5.4)
(5.5)
(5.6)
(5.7)

(5.8)

(5.9)
(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Montrer que la fonction cos est différentiable et que cos’(z) = —sin(z) pour tout
z € R.

Soit g : R — R une fonction continue au point x = 0. Montrer que la fonction
f(x) = zg(z) est différentiable au point z = 0.

Montrer que la fonction

22 sizeqQ

f:R—R, f(x):{o SzdQ

est différentiable au point z = 0, et n’est pas différentiable en tout autre point.
Montrer que tout polynoéme est différentiable et trouver sa dérivée.

Compléter la démonstration du Théoréme 5.20.

Montrer que le polynéme 1 — 2z — 23 — 2° a exactement une racine réelle.

Montrer que la fonction

a?sin(X)  siz#0

JR—R, f(x):{o siz=0

est différentiable sur R et trouver f’.

Soient f et g des fonctions différentiables sur (a,b) telles que f(z) < g(z) pour
tout x € (a,b). Soit zy € (a,b) un point tel que f(zo) = g(xo). Montrer que
f'(@0) = g' (o).

Montrer qu’il existe un unique nombre réel z tel que cos(z) = 2.

Soit f : R — R une fonction périodique, c’est-a-dire, il existe T' > 0 tel que f(z) =
f(z + T) pour tout = € R (Exercice (4.12)). Montrer que si f est différentiable,
alors f’ est aussi périodique. [Indice : Utiliser le théoréme de dérivation des fonctions
composées. |

Soit f : (a,b) — R une fonction telle que f’, f”, et f” existent. Montrer que si f a
quatre racines distinctes, alors f” au moins une racine.

Soient f et g des fonctions différentiables sur [a, b] telles que f'(x) = ¢'(x) pour tout
x € (a,b). Utiliser le théoréme de la moyenne pour montrer que g(z) = f(x) + ¢
pour une constante ¢ € R.

Montrer que la fonction

a?sin(E)  siz#0

f:[-1,1] — R, f(x):{o =0

est lipschitzienne.

Montrer que 1 — %2 < cos(r) <1— % + % pour tout x € (0, 5].
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(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Soient
f:(0,1) — R, f(z)=2a"sinl
et
g:(0,1) — R, g(x)=sinuz.

Par la Question (5.7) et 'Exemple 5.5, f et g sont différentiables. Montrer que

lim f(z) =0 et limg(z) =0.

z—0 z—0

De plus, montrer que

o Y

f(z)
Y
mais que la limite /
lim f'(@)
z—0 g’(x)
0

n’existe pas. Ce probléme illustre que les formes § ne peuvent pas toujours étre
calculées a l'aide de la régle de I’Hopital.

Trouver les extremums relatifs de la fonction
f:R—R, f(z)=cosz—1+2?/2.
L ’Exercice (5.6) montre que le polynéme 1 — 2z — 23 — 25 a exactement une racine

réelle. Approximer cette racine grace au premier terme de la méthode de Newton
en partant de xg = 1/2.

Utiliser le théoréme de Taylor pour trouver une approximation rationnelle de v/101
précise a la sixieme décimale pres. C’est-a-dire, trouver un nombre rationnel r € Q

tel que
|r —+v/101| < 0.000 001.
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Chapitre 6

Intégration

Le but de ce chapitre est de définir 'intégrale

/abf(a:)dx

d’une fonction f : [a,b] — R et de démontrer certaines propriétés. Plus précisément, nous
décrirons [intégrale de Riemann, qui donne un sens précis a la notion « d’aire sous la courbe
». On démontrera ensuite le théoréeme fondamental du calcul différentiel et intégral, reliant
les notions d’intégration et de différentiation. Ce théoréme permet de calculer des intégrales
avec la formule

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a), on F'=Ff

et d’établir certaines techniques d’intégration.

6.1 Fonctions bornées sur un segment

Dans ce chapitre, sauf indication contraire, on travaillera exclusivement avec des fonctions
bornées de la forme f : [a,b] — R. C’est-a-dire, on supposera que

(1) le domaine de la fonction f est un segment [a,b] = {x € R:a <z < b} et

(2) la fonction f est bornée au sens de la Définition 4.33, c’est-a-dire, il existe m, M € R
tels que
m < f(x) < M  pour tout z € [a, b].

Rappelons que pour un segment [a, b], on suppose implicitement que a,b € R et a < b. En
particulier, [a,b] est un ensemble borné. Par exemple, [0,1] est un segment, mais ni R ni
[0, 00) n’en est un.

Par le Théoreme 4.34, toute fonction continue sur un segment est bornée et est donc une
fonction valide pour ce chapitre. On peut alors considérer des fonctions élémentaires (telles
que sin, cos et des polynomes) restreintes sur un segment, ainsi que leurs sommes, produits,
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quotients (Théoréme 4.25) et compositions (Théoréme 4.31). Par exemple,

f:00,1] — R, f(z)=2"+sin(z + 327),

3

fiBS R o) =T

sont des fonctions valides pour ce chapitre. Les fonctions continues sur un segment ne sont
cependant que des cas spéciaux de fonctions bornées sur un segment. Il existe de nombreuses
fonctions bornées sur un segment qui sont discontinues, comme par exemple

-1 siz <0
f:[-1,1] — R, f(x)=sgn(z)=1<0 siz=0
1 stz >0

(voir Exemple 4.15). Nous n’imposerons donc généralement pas la restriction que les fonctions
soient continues, sauf indication contraire.

6.2 Définition de l'intégrale

La définition de l'intégrale vise a rendre rigoureuse 1'idée « d’aire sous la courbe » d’une
fonction. Cependant, puisqu’une fonction générale n’est habituellement pas définie de ma-
niére géométrique, il nous faut une définition plus précise qui s’applique a toute fonction
bornée sur un segment, sans avoir besoin d’arguments géométriques. La premiére étape est
de définir des sommes finis qui approximent 1’aire sous la courbe, tel que dans la définition
suivante. On se servira ensuite de ces approximations pour obtenir la définition de 'intégrale
grace a une certaine notion de limite.

Définition 6.1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Une partition du segment [a, b]
est un ensemble fini P = {xg, 21, x9,...,2,}, ol

Aa=Tg< T <Xy < --<x, =0
Pour chaque 7 = 1,...,n, on note

M;(f,P) =sup{f(z) : 2z € [x;_1, 2]}
m;(f, P) = inf{f(z) : x € [x;_1, z;]}.

La somme de Riemann supérieure est
S(f, P) = i M;(f, P)(x; — xi—1)
i=1
et la somme de Riemman inférieure est
S(f,P) = imi(f, P)(z; — xiq).
i=1
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Puisque m;(f, P) < M;(f, P) pour tout i, on a
S(f.P) < S/, P).
On note 'ensemble de toutes les partitions de [a, b] par
Partj,y = {P : P est une partition du segment [a, b]}.
On dit qu’une partition @) € Party, ) est un raffinement de P si P C ().

Le fait suivant apparaitra fréquemment dans les calculs de sommes de Riemann.

Lemme 6.2. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a,b]. Alors
Z(l'z - I,Ei,l) =b—a.
i=1

Démonstration. En écrivant la somme explicitement, c¢’est-a-dire,

n

E (i —@i1) = (21 — 20) + (T2 — 1) + (¥3 —T2) + -+ + (Tno1 — Tp2) + (Tn — Tp1),
i=1
on voit que le z; du premier terme (z7 — ) s’annule avec le ; du deuxiéme terme (x5 — ).
De méme, le x5 du deuxiéme terme s’annule avec celui du troisiéme terme, et ainsi de suite.
Il ne reste alors que le —xg du premier terme et le x,, du dernier terme, donc

n

Z(xi_xifl):_l'0+$n:—a+b:b—a. ]

i=1
Proposition 6.3. Soit f : [a,b] = R une fonction bornée, soit P € Part,y, et soit Q €
Part(, 5 un raffinement de P. Alors,

S(f,P)<S5(f,Q) et S(f,Q) <S(f P).

Démonstration. Chaque intervalle [x; 1, z;] de P est subdivisé par () en sous-intervalles

[ty tisa], [Brtns thtal)s - - - [tim, B,

ou ;1 =1t <---<t;=uwx; Donc, pour chaque j tel que k+1 <5 <[, on a

mi(f, P) = if{f(z) : v € [w;, 2]} <If{f(#) : T € [t; 1,4} = my(f, Q).
Par conséquent,
!

ma(f, P) (i — xio1) = ma(f,P) Y (t; —t;-1)

J=k+1
l
= > mi(f.P)(t; —tj)
Jj=k+1
!
< Z m;(f, Q)(t; —tj-1).
j=k+1

En sommant sur chaque intervalle de P, on a alors S(f, P) < S(f, Q). Un argument similaire

montre que S(f,Q) < S(f, P). O
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Proposition 6.4. Soit f : [a,b] = R une fonction bornée et soient P,(Q) € Party,;. On a

S(f,P) < S(£.Q).

Démonstration. La partition R = P U (Q est un raffinement commun de P et (), donc par la
Proposition 6.3, on a

S(f,P) < S(f,R) <S(f,R) < 5(f,Q). U
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, soit
A= {S(f,P): P c Party} (6.1)
I’ensemble de toutes les sommes de Riemann inférieures de f, et soit
B ={S(f,P): P € Partyy} (6.2)

I’ensemble de toutes les sommes de Riemann supérieure de f. La Proposition 6.4 implique
que a < b pour tout a € A et b € B. En particulier, par la Proposition 1.25, A est borné
supérieurement, B est borné inférieurement, et

sup(A4) < inf(B). (6.3)

On peut alors définir

b
/ f(x)dx = sup(A) = sup{S(f, P) : P € Part}

et _
/bf(x)dx = inf(B) = inf{S(f,P): P € Partiqp) },

appelées respectivement intégrale inférieure et intégrale supérieure de f. Par (6.3), on

a / e < ff(x)da:.

Définition 6.5. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable si

/Lbf(:z:)dx = ff(:c)d:c

Dans ce cas, on note cette valeur commune par

/a " f(a)de = K f(x)dx=Zf(w)dx,

appelée intégrale de f, ou plus précisément intégrale de Riemann de f. On défini aussi

/ba f(z)dz = —/abf(x)da:

/ f(z)dz =0, pour tout ¢ € [a,b].

et
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Exemple 6.6. Montrer que la fonction constante
frlab — R, f() =c

est intégrable et que
b
/ f(z)dz = (b — a).
Solution. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a,b]. On a

M;(f, P) =sup{f(z) : @ € [v;m1, x|} = ¢
et
mi(f, P) =inf{f(x):x € [z;_1,25]} = ¢
pour tout z. Donc
S(f,P) = Z Mi(f, P)(z; — zi1) = Z c(z; — zi1) = c(b—a)
et

n

S(f,P) = Zmi(f, P)(x; — xi_y) = Zc(:vi — ;1) = c(b— a).

Il s’ensuit que f:f(x)dx =c¢b—a) = fabf(x)d:v, donc f est intégrable et f: flx)dz =
c(b—a). o O
Exemple 6.7. Montrer que pour tous a,b € R tels que a < b, la fonction

1 size@Q

f:la,b] — R, f(x):{o siz ¢ Q.

(voir Exemple 4.29) n’est pas intégrable.

Solution. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a, b]. Par la densité des nombres ration-
nels et irrationnels (Théoréme 1.14), tout intervalle [z;_1, x;] contient un nombre rationnel
et irrationnel. Par conséquent, M;(f, P) = 1 et m;(f,P) = 0 pour tout i. Il s’ensuit que

S(f,P) =" (zi—wi1) =b—aet S(f,P) = 0-(z;—x;_1) = 0. Donc fabf(x)dx =b—a
et fabf(:c)da: = (. Puisque fabf(x)da: £ fff(a:)da:, la fonction f n’est pas intégrable. O

Remarque 6.8. Il existe un bon nombre d’autres approches pour définir I'intégrale, telles
que 'intégrale de Lebesgue, de Darboux, de Cauchy, de Riemann—Stieltjes, et bien d’autres.
Elles comportent toutes leurs avantages et leurs inconvénients. La définition donnée ici, soit
I'intégrale de Riemann, est généralement la premiére donnée dans un cours d’analyse. Elle a
I'avantage d’avoir une bonne interprétation géométrique (1'aire sous la courbe) et il est facile
d’obtenir des méthodes de calcul, comme le théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral. Son principal désavantage est qu’elle n’est définie que pour les fonctions bornées sur
un segment. Cette restriction n’est cependant généralement pas un probléme & ce niveau,
surtout lorsqu’on prend le temps de définir les intégrales impropres comme nous le ferons a
la fin de ce chapitre. L’intégrale de Lebesgue est beaucoup plus générale, mais énormément
plus abstraite, et nécessite une grande quantité de matériel préparatoire (la théorie de la
mesure). Elle est généralement enseignée dans un cours d’analyse avancé.
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6.3 Critéres d’intégrabilité

Théoréme 6.9 (Critére de Riemann). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors, f
est intégrable si et seulement si pour tout € > 0 il existe une partition P de [a,b] telle que

g(f,P)—ﬁ(f,P)<€.

Démonstration. ( = ) Supposons que [ est intégrable. Soit £ > 0. Soit

S = /abf(a;)dx:/ibf(x)da::ff(x)dx.

OnasS—35< fabf(a:)da:, et fabf(:t)da: est la plus petite borne supérieure de I’ensemble (6.1),

donc S — £ n’est pas une borne supérieure (6.1). Il existe alors une partition P, telle que

S —5 < S(f,P1). De méme, S + § n’est pas une borne inférieure de I’ensemble (6.2), donc
il existe une partition P telle que S + £ > S(f, Py). Soit P = P, U P,. Alors P est un
raffinement commun de P, et P, donc par la Proposition 6.3, on a

g(fap)_ﬁ(fap)Sg(faPQ)_ﬁ(fapl)<(S+%)—(S—%):E.

( <) Supposons que pour tout € > 0, il existe une partition P telle que S(f,P)—=S(f,P) <
e. Puisque S(f, P) < fff(x)dx et S(f,P) > fabf(x)dx, on a

0< / f(x)dz / f(x)dz < T(f.P) — S(f,P) <.

On a alors 0 < f_;f(x)dx—fff(x)dx < e pour tout £ > 0, et donc f_ff(x)dx— fabf(x)dx =0.

C’est-a-dire, f est intégrable. O
Exemple 6.10. Montrer que la fonction

f:00,1] — R, f(x)==x

/Olf(x)dx _ %

Solution. Avant de présenter la solution, il est utile de se rappeler la formule

est intégrable et que

n(n+1
valide pour tout n € N. On peut la démontrer aisément par récurrence, ce que nous laissons
en exercice.
Pour chaque n € N, considérons la partition
P,={0,%2 .. 11}

‘n’n? n
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c’est-a-dire, x; := + pour i =0,1,...,n. On a
n

M;(f,P,) =sup{z: 2z € [= %]}:%

m;(f, P,) = inf{z : z € [=L

L]
i

Ainsi, par (6.4), on trouve

— “Ni (i i1 1 o Inm+1) 11
S PTL = —_ _—— :— = —— = = _—
(f, Fx) Zn(n n ) n2 ' T T 2 > o

=1

n

§<f,Pn>:Zi;1 (%—i;1)=% (i—1)=%

i=1

On a alors
g(fapn)_ﬁ(fapn):_

pour tout n € N. Le critére de Riemann est alors facilement démontrable : soit ¢ > 0, en
posant n € N tel que n > 1/e (par la propriété d’Archiméde 1.10), on a que la partition
P, satisfait S(f, P,) — S(f, P.) = = < e. Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), f est
intégrable. De plus,

' ot —= 1 1
[ s@as = [ s <02 = 3+ o

pour tout n € N. De méme,

| sarie = [ gz sty =5 -5

pour tout n € N. Ainsi,

1
- )z < = + —
/ f(z)dx + o
pour tout n € N. En prenant la limite quand n — oo, on obtient (par la Proposition 2.22)
1 1
7 = /f =3
ce qui implique que fol f(x)dz = 3. O

Théoréme 6.11. Toute fonction continue sur un segment |a,b] est intégrable.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Par le Théoréme 4.34, f est bornée.
Montrons que f est intégrable par le critére de Riemann (Théoréme 6.9). Soit € > 0. Puisque
toute fonction continue sur un segment est uniformément continue (Proposition 4.45), il
existe d > 0 tel que |f(x) — f(y)| < 3= pour tous z,y € [a,b] tels que |z —y| < 0. Soit P =
{xo,x1,...,2,} une partition de [a, b] “telle que x; —x;_1 < 0 pour tout 4. Il s’ensuit que pour
tous points z et y dans un intervalle commun [x;_1, z;] de P, on a |f(x)— f(y)| < 5. Puisque

104



f est continue sur [z;_1,x;], le théoréme des valeurs extrémes (Théoréme 4.36) implique qu'’il
existe ¢; € [x;_1,x;] tel que f(¢;) = M;(f, P) et d; € [z;-1,x;] tel que f(d;) = m;(f, P). On a
donc M;(f, P) —my(f, P) = f(c;) — f(ds) < 3. Par conséquent,

n

3

S(£, P)=S(f,P) = Y _(Mi(f, P)=mi(f, P))(wi—:1) b_a i) = ——(b-a) = .
i=1
Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), f est intégrable. O

Bien que les fonctions continues forment une grande classe de fonctions intégrables, il
n’est pas nécessaire d’étre continu pour étre intégrable :

Exemple 6.12. On a vu que la fonction

-1 six<0
f-L1] —R, f(x)=10 sizx=0
1 sixz >0

est discontinue en x = 0 (Exemble 4.23). Montrons qu’elle est malgré tout intégrable en
utilisant le critére de Riemann. Soit € > 0. Soit P la partition de [—1, 1] donnée par

P={-1-5 ¢ 1}

De méme,

S(1.P) = ( e[i_r;f_g]ﬂx)) (~5— -1+ ( i g}f(x)) (- < inf f(:r)) (1-3)
= —U=§+1) 25+ (1 §)

)

=—L
Il s’ensuit que B
S(f.P)-S(f.P)=5+5=% <=

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), f est intégrable. De plus, les calculs ci-haut
montrent que

< S(f,P /f S(.P) <<,
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donc

<e€

e
[ s =

Proposition 6.13. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Si f est continue sur (a,b),
alors f est intégrable.

pour tout € > 0. Il s’ensuit que

Démonstration. Utilisons le critére de Riemann (Théréme 6.9). Soit € > 0. Puisque f est
bornée, il existe M > 0 tel que |f(z)| < M pour tout x € [a, b]. La fonction f est continue sur
la+ 557, b— 557] et donc intégrable sur ce segment (Théoréme 6.11). Par le critére de Riemann
(Théoreme 6.9), il existe une partition @ de [a+ 557, b — g5;] telle que S(f,Q)—S(f,Q) <
Soit P = {a} UQ U {b} la partition de [a, b] obtenue en ajoutant aetba@. Ona

S(f.P) = sup{f(@) : 7 € [a,a+ gig) b= + S(£.Q) +sup{f(2) : v € [b— 7. b} g
CR— 5
§M8—M+S(f,Q)+Mm
=S(/,Q) + 3
et
S(f.P) = inf{f(x) 12 € [a,0+ SLM]}SLM +S(£,Q) +mf{f(@) 7 € b - . b o
5
2 = SWJFS(f Q) - Mo
Donc B B
Par le critére de Riemann, f est intégrable sur [a, b]. O

Exemple 6.14. Montrer que la fonction
sin(+ size (0,1
Fio— R f= 0 Sre O]
0 siz=0
est intégrable.

Solution. La fonction est continue sur (0, 1] et bornée sur [0,1] car |sin(2)| < 1 pour tout .
Elle est donc intégrable par la Proposition 6.13. O

Plus généralement, on a :

Théoréme 6.15. Soit [ : [a,b] — R une fonction bornée avec un nombre fini de disconti-
nuités. Alors f est intégrable.
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Démonstration. Exercice (6.7). O

Il est alors naturel de se demander si cette condition est nécessaire a l'intégrabilité. La
réponse est non :

Exemple 6.16. Soit

1 sixz=1/n pour un certain n € N
Fi0 R f(rﬂ)Z{ /

0 pour tout autre x.

Alors, f est discontinue en tout point de l’ensemble {1/n : n € N}. En revanche, f est
intégrable et fol f(x)dz = 0 (Exercice (6.9)).

Il existe alors des fonctions intégrables avec un nombre infini de discontinuités. Il existe
méme une fonction intégrable qui est discontinue en chaque point rationnel, ce qui est le
sujet de la prochaine section.

6.4 La fonction de Thomae

Rappelons qu’une fraction ™, ot m € Z et n € N, est dite srréductible si m et n n’ont
aucun diviseur commun. Par exemple, % n’est pas irréductible, car 2 divise 4 et 6, mais
% est irréductible. Autrement dit, une fraction ™ est irréductible si elle ne peut pas étre
simplifiée. Tout nombre rationnel z € Q peut étre exprimé comme une fraction irréductible.
Par exemple, la fraction irréductible de x = % est %. On obtient la fraction irréductible
simplement en divisant le numérateur et le dénominateur par tous leurs diviseurs communs.

La fonction de Thomae est définie par

0 sizégQ

L siz=m7¢cQon @ est irréductible.
n n n

f:0,1] — R, f(x):{

Le graphe de cette fonction ressemble a la figure suivante.
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Le sommet du triangle correspond au point f(1/2) = 1/2 et le coté gauche aux points
f(1/n) = 1/n pour tout n € N. Le coté droit correspond aux points f(“2) = L pour tout
n € N. La base du triangle correspond aux points f(x) = 0 pour tout = ¢ Q.

Cette fonction a été introduite par Carl Johannes Thomae en 1875. Elle a de nombreuses
propriétés surprenantes, dont la suivante.

Proposition 6.17. La fonction de Thomae est discontinue en tout point rationnel et conti-
nue en tout point irrationnel.

Démonstration. Soit xo € [0, 1] un nombre rationnel. Montrons que f est discontinue en .
Par la densité des nombres irrationnels (Proposition 2.41), il existe une suite de nombres
irrationnels (a,)22; telle que lim,, o, a, = zo. Il s’ensuit que lim,, . f(a,) = lim, ., 0 =
0 # f(xo), car f(xg) > 0 pour un nombre rationnel xy € Q. Par le critére séquentiel de la
continuité (Théoréme 4.27), f est discontinue en x.

Maintenant, soit xo € [0, 1] un nombre irrationnel. Montrons que f est continue en xg
directement selon la définition de la continuité (Définition 4.20). Soit € > 0. Par la propriété
d’Archimede (Théoréme 1.10), il existe un nombre n € N tel que n > 1/e. Puisqu'il y a
seulement un nombre fini de nombres rationnels dans (zo — 1, z9 + 1) dont le dénominateur
est plus petit ol égale & n, on peut choisir ¢ suffisamment petit pour que (z¢ — d, 29 + §) ne
contienne aucun nombre rationnel ayant cette propriété. C’est-a-dire, si § € (zo — 6, zo +0),
ot a € Zetbe N,alors b > n. Soit « € [0,1] tel que |z — x| < d. Si z ¢ Q, alors
|f(@) = f(zo)] =|0-0]=0<e. Siz=4%eQ,alors |f(z) — f(zo)| =7 < % <e. O

La deuxiéme propriété surprenante de la fonction de Thomae est que, malgré son aspect
pathologique, son intégrale est parfaitement bien définie.

Proposition 6.18. La fonction de Thomae f :[0,1] — R est intégrable et

/01 f(z)dx = 0.

Démonstration. Appliquons le critére de Riemann (Théoréme 6.9). Soit e > 0. Considérons
I’ensemble

E={xe€[0,1]: f(x) > ¢/2}.

Siz € E,alors f(x) > 0 et donc z € Q. Notons qu'il y a seulement un nombre fini de fractions
irréductibles ™ telles que n < % Ainsi, il y a un nombre fini de nombres rationnels ™ € [0, 1]
tels que f(7) = % > 5. Cest-a-dire, 'ensemble E contient un nombre fini d’éléments. Soit
N € N le nombre d’éléments de E. Soit P € Part(g;; une partition telle que z; — ;1 < ;5
pour tout 7. Si [z;_1, x;] ne contient aucun élément de E, c¢’est-a-dire [z;_1,2;] N E = (0, alors

f(z) < e/2 pour tout x € [z;_1,x;] et donc
M;(f, P) =sup{f(x):x € [x;1, 2]} < e/2.

De plus, puisque E contient N éléments, il y a au plus 2N segments [x;_1, z;] qui contiennent
un élément de F, c’est-a-dire, tels que [x;_1,2;] N E # (). Pour chacun de ces segments, on a

108



car f(x) <1 pour tout z € [0, 1]. On a ainsi,

E(f, P) = ZMi(f? P)(w; — x;_1)
= ) M(f,P)wi—wm)+ D>, Mi(f, P)(wi— i)

i:[:pi,l,xi}ﬂEzw ’L‘:[(Eifl,xi]ﬂE#@
g
< | 5(551 — Zi—1) + | Z (2, — @)
i[xi— 1,2 NE=0 i — 1,2 NE#D
9 19
<§4 Z (:l?i—{Bi_l)—F' _N
ii[zi—1,2;|NE=0 ii[xi— 1,2 NE#D
g 9
< — 4+ 2N—
-2 + 4N
= €.

De plus, par la densité des nombres irrationnels, m;(f, P) = inf{f(x) : € [z;_1,2]} =0
pour tout 7. Il s’ensuit que S(f, P) = 0 et donc

g(fap)_ﬁ(.ﬂp)<€'

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), f est intégrable. De plus,

0=srp)< [ fa)de < S(fP) <

pour tout € > 0, et donc fol f(z)dx = 0 (Proposition 1.26). O

On conclut qu’il existe une fonction discontinue en chaque point rationnel mais qui est
néanmoins intégrable.

6.5 Critére de Lebesgue

On a vu que toute fonction continue est intégrable (Théoréme 6.11) et méme que toute
fonction bornée avec un nombre fini de discontinuités est intégrable (Théoréme 6.15). On
a ensuite vu des exemples de fonctions intégrables avec une infinité dénombrable (Section
2.5) de discontinuités (Exemple 6.16 et Section 6.4). Avec un peu plus de travail, on peut
méme montrer que toute fonction bornée avec un ensemble dénombrable de discontinuités
est intégrable. En revanche, I’Exemple 6.7 montre un exemple de fonction discontinue en tout
point qui n’est pas intégrable. Il est alors naturel de se demander s’il existe une caractérisation
de l'intégrabilité en termes de ’ensemble des points de discontinuités. On pourrait se poser
la question, par exemple, si une fonction est intégrable si et seulement si I’ensemble des
discontinuités est dénombrable. La réponse est non :

Exemple 6.19. L’ensemble de Cantor C C [0, 1] est défini comme suit. On commence
avec le segment C = [0, 1]. Ensuite, on sépare C) en trois segments égaux et on enléve celui du
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milieu pour obtenir Cy = [0, 3]U[2, 1]. On sépare ensuite chacun des deux segments de Cy en
trois segments é¢gaux et enléve ceux des milieux, pour obtenir C3 = [0, §]U[2, $]U[3, £]U[3, 1].

En continuant de la sorte, on obtient une suite d’ensembles {C,}°°; tels qu’illustrés dans la
figure suivante.

L’ensemble de Cantor C' est obtenu en répétant ce processus a l'infini, c’est-a-dire, C' =
N,~, Cy,. Nous n’en ferons pas la démonstration, mais on peut montrer que C' est un ensemble
non dénombrable. Considérons maintenant la fonction

1 sizeC
:10,1] — R, x) = 6.5
£l e {0 e (6:5)
La fonction f est alors discontinue en tout point € C' et continue en tout point = ¢ C. C’est-
a-dire, f a une quantité non dénombrable de discontinuité. En revanche, on peut montrer
(ce que nous omettons) que f est intégrable et que fol f(z)dz = 0.

Qu’est-ce qui caractérise alors les fonctions intégrables 7 Dans tous les exemples vus plus
haut, ce qui semble commun aux fonctions intégrables est que ’ensemble E des points de
discontinuités est « négligable ». C’est-a-dire, E semble trés, trés petit, voir indétectable, ou
plus précisément :

Définition 6.20. Un ensemble £ C R est de mesure zéro si pour tout £ > 0 il existe une
suite d’intervalles {(an, b,,)}5°, telle que

EC D(an,bn) et i(bn —ay,) <E.
n=1 n=1

On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est continue presque partout si 'ensemble de ses
discontinuités est de mesure zéro.

Exemple 6.21. Soit £ = {z,, : n € N} un ensemble dénombrable. Alors E est de mesure
zéro. En effet, soit € > 0. Considérons les intervalles (an, bn) = (Tn — 553, Tn + 5n7z)- On a
E C U, (ay,by,) car tout x,, € E est contenu dans (a,, b,). De plus (par I'Example 3.2), on
a

Z(bn —an) = Z 2n6+1 - % <&
n=1 n=1

Puisque l'ensemble @ des nombres rationnels est dénombrable (Proposition 2.37), la
fonction de Thomae est continue presque partout (Proposition 6.17). On peut aussi montrer
que I'ensemble de Cantor C' est de mesure zéro, et donc la fonction (6.5) est continue presque
partout. C’est en fait la caractérisation des fonctions intégrables.

Théoréme 6.22 (Critére de Lebesgue). Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable si
et seulement si elle est continue presque partout.

Nous omettons la démonstration.
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6.6 Propriétés

La proposition suivante, dont la démonstration a été donnée en exercices dans le cours
d’Analyse I (Exercices (1.19) et (1.23)), sera utile pour démontrer certaines propriétés de
I'intégrale.

Proposition 6.23. Soient A C R et B C R des ensembles non vides et soit
A+B:={a+b:a€ Aetbe B}.
(1) Si AC B et B est borné supérieurement, alors A l’est aussi et
sup A < sup B.
(2) Si AC B et B est borné inférieurement, alors A [’est aussi et
inf A > inf B.
(3) Si A et B sont bornés supérieurement, alors A+ B l'est aussi et
sup(A + B) < sup(A) + sup(B).
(4) Si A et B sont bornés inférieurement, alors A+ B l'est aussi et
inf(A + B) > inf(A) + inf(B). O
Un autre résultat similaire qui sera utile pour cette section est le suivant.
Proposition 6.24. Soit A C R un ensemble non vide et borné. Alors,
sup{|a — b| : a,b € A} =sup A — inf A.
En particulier, si f : [a,b] — R est une fonction bornée et P = {x, ..., x,} € Party,y, alors

sup{|f(z) — F(Y)| : .y € [wi1, 23]} = Mi(f, P) — mi(f, P) (6.6)
pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Soit E = {|a —b| : a,b € A}. Par la définition du supremum, nous devons
montrer que

(1) sup A — inf A est une borne supérieure de E, et

(2) si M est une borne supérieure de F, alors sup A — inf A < M.
Montrons (1). Soit a,b € A. Si a > b, alors |a —b| = a — b < sup(A) — inf(B). De méme,
sia <b,alors |a — bl = b—a < sup(A) — inf(B). Montrons (2). Soit M € R tel que que
la — b] < M pour tous a,b € A. Pour tous a,b € A,onaa—>b < |a—>b < M et donc
a < M + b. 1l S’ensuit que M + b est une borne supérieure de A. Puisque sup(A) est la plus
petite borne supérieure de A, on a sup(A) < M + b. On a alors sup(A) — M < b pour tout
b € A, c’est-a-dire, sup(A) — M est une borne inférieure de A, et donc sup(A) — M < inf(A).
Il s’ensuit que sup(A) — inf(A) < M.

On obtient (6.6) en appliquant cette identité a 'ensemble A .= {f(x) : x € [z;_1,z;]}. O
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Le prochain résultat montre que 'intégrale est une application linéaire sur l’espace des
fonctions.

Théoréme 6.25. Soient f,g : [a,b] — R des fonctions intégrables.
(1) La fonction f + g est intégrable et

/ab(f(x) + g(x))dr = /abf(x)d:r; T /abg(x)dx.

(2) Pour tout ¢ € R, la fonction cf est intégrable et

/abcf(:c)dx = c/abf(a:)dx

Démonstration. Montrons (1). Soit P une partition de [a, b]. On a

M;(f +g,P) =sup{f(z) + g(z) : & € [w;1, 73]}
< sup{f(z) + g(y) : x,y € [wi-1, ]} (Proposition 6.23(1))
< sup{f(x) x € w1, x]} +sup{g(y) : y € [x;_1,2;]} (Proposition 6.23(3))
M;(f,P)+ M;(g, P).

De méme, on a

mi(f +g,P) =mf{f(z) + g(x) : v € [z:1, 2]}
> inf{f(z)+g(y) : x,y € [xi_1, ]} (Proposition 6.23(2))
>inf{f(z): x € [x;_1, 2]} + inf{g(x) : x € [x;_1,2;]} (Proposition 6.23(4))
=m(f, P)+mi(g, P)

Il s’ensuit que

S(f+9,P) <S(f.P)+S(g.P) et S(f+g,P)>S(fP)+5(gP) (6.7)

On a donc

pour toute partition P de [a, b].

Soit € > 0. Puisque f et g sont intégrables, le critére de Riemann (Théoréme 6.9) implique
qu’il existe des partitions P; et P; telles que S(f, P1)—S(f, P1) < £ et S(g, P,)—S(g, P2) < &.
Soit P = P, U P,. La partition P est un raffinement de P; et de P, donc on a

S(f,P)—=S(f,P)<5 et S(g,P)—S(g.P)< (6.9)

NI

par la Proposition 6.3. Par (6.8), on a
T e €
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Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), f + g est intégrable. De plus, par (6.7) et (6.9),
on a

< S(f,P)+5(g,P)

<S(f,P)+ 5 +5(9.P)+5
b b

§/ f(:v)d:v+/ g(x)dx + €.

Ceci est valide pour tout € > 0, donc (voir Proposition 1.27) on a

[ @+ gnir< [ s [ o

Un argument similaire montre que

b b b
[ U@ +nar> [ s@+ [ g
ce qui prouve (1).
La démonstration de (2) est laissée en exercice (Exercice (6.11)). O

Théoréme 6.26. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et g : [c,d] — R une fonction
continue telle que f(x) € [c,d] pour tout x € |a,b]. Alors, la composition go f : [a,b] — R
est intégrable.

Démonstration. Montrons que le critére de Riemann (Théoréme 6.9) est satisfait. Soit € > 0.
Puisque toute fonction continue est bornée (Théoréme 4.34), il exite M > 0 tel que

lg(z)] < M  pour tout = € [c,d].

Toute fonction continue sur un segment [c, d| est uniformément continue (Proposition 4.45),
donc il existe un nombre ¢ tel que

5
— d
0<d< i (6.10)
et c
lg(z) — g(y)| < —a) pour tous z,y € [c,d] tels que |z — y| < 0. (6.11)

Par lintégrabilité de f et le critére de Riemann (Théoréme 6.9), il existe une partition
P ={xg,21,...,2,} de [a,b] telle que

S(f,P) — S(f, P) < . (6.12)
Soit
A={i: M;(f,P)—m(f,P)<d}
B = {i: M;(f,P)—m(f,P)>d}.
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Siie Aetx,y € [x;_1,x4, alors la Proposition 6.24 montre que

[f(z) = f()| < Mi(f, P) —mi(f, P) <.
Par (6.11), on a alors

3

l9(f(2)) — g(f(¥))] < 20—a)

pour tout i € A et x,y € [x;_1, 4]

Le nombre 5= est alors une borne supérieure de 'ensemble {|g(f(z)) — g(f())| : =,y €

[z;_1,x;]}. Par la Proposition 6.24, la plus petite borne supérieure de cet ensemble est M;(go
f,P)—m;(go f, P), donc

€

M;(go f,P) —mi(go f,P) < —a) pour tout i € A. (6.13)
Sii € B, alors 6 < M;(f, P) —m;(f, P), donc
52(% — ZEi_l) = Z(S(ZL’Z — xi—l)
i€B ieB
ieB
< S(f.P)-5(f,P)
< 62,
par (6.12). Il s’ensuit que

i€B
Notons aussi par la Proposition 6.23 que, puisque —M < g(z) < M pour tout x € [¢,d], on

Mi(go f,P) < sup{g(z) 1z € [c,d]} < M

et
mi(go f,P) > inf{g(z) : x € [¢,d]} > —M.

Il s’ensuit que
Mi(go f,P) —mi(go f,P) < 2M. (6.15)
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En combinant (6.13), (6.15), (6.14) et (6.10) on a alors

n

?(gof,P)—g(gof,P)—Z( igo f,P)—mi(go f,P))(x;i — xi1)
—Z i(go f,P)—mi(go f,P))(x; — xi1)

€A

+Z gofa ml(gof,P))(.Tl—Lszl)

i€EB
5
< (x; — 1) +2M — 1)
20— a) 2
(par (6.13) et (6.15))
5
— 2M 14
< 2(b—a)(b a) + 2M$§ (par (6.14))
e €
<gtg=e (par (6.10))
Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), g o f est intégrable. O

Théoréme 6.27. Si f,g : [a,b] = R sont intégrables, alors fg: [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. On a fg = i(f+g)2 — }l(f —g)?. 1l suffit donc de montrer que si une fonction
h est intégrable, alors h? 'est aussi. Ceci découle du Théoréme 6.26 car h? est la composition
de h avec la fonction x — 2 qui est continue. O

Il est intéressant de remarquer que I’hypothése que ¢ soit continue dans le Théoréeme 6.26
ne peut pas étre remplacé I’hypothése que g soit simplement intégrable. Il est possible que
deux fonctions f : [a,b] — R et g : [¢,d] — R soient intégrables, mais que go f : [a,b] — R
ne l'est pas.

Exemple 6.28. Soit f : [0,1] — R la fonction de Thomae (Section 6.4) et soit

0 sixz=0
:10,1] — R, =
g:[0.1] 9(x) {1 si0<ax<1.

On a vu que f est intégrable (Proposition 6.18). La fonction g est aussi intégrable car elle
est bornée et continue sur (0,1) (Proposition 6.13). En revanche, la composition

of:[0,1] — R

x%g(f(x))z{l e

0 sizédQ
n’est pas intégrable (Exemple 6.7).

Théoréme 6.29. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et ¢ € [a,b]. Alors, les restric-
tions flia,q : la,c] = R et fliey : [c,b] = R sont intégrables et

/abf(m)dx - /acf(x)dx+/cbf(x)dx
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Démonstration. Soit € > 0. Par le criteére de Riemann, il existe une partition ¢ de [a, b] telle
que S(f, Q) —S(f,Q) < 5. Soit P = Q U {c}. Alors P est un raffinement de @, donc

S(£.P) = S(f.P) < S(£.Q) = 8(£.Q) < 5.

Soient P = PNJa,c] et P, = PNcbl. Alors P, et P, sont des partitions de [a, c] et [c, b],
respectivement, telles que

§(f7p>:§(f|[a,c]7pl)+§<f‘[c,b]7p2) et §<f7p>:g(f’[a,chl)+§(f|[c,b]7p2>-

Il s’ensuit que
€

0< (§(f|[a,c],P1) —ﬁ(fha,c],Pl)) + (§(f|[c,b]7P2) —§(f|[c,b],P2)) = S(f,P) = S(f,P) < 3,
done
S(flias Pr) = S(flia Pr) <
S(flies> Po) = S(fliew), Pa) <

Par le critére de Riemann (Théoréme 6.9), fljaq et f|p sont intégrables. De plus,

wad

DO M| ™

P)
Flias Pr) + S(fliew), P2)

< S(f,
S(f
<§ lie.ps P1) + )+< (f‘[cb]7P2)+g)
/ d:l:+/f Ydx + €

A\

pour tout € > 0, donc

memslﬁmw+[3mm

b
/f@ﬂwzﬂﬁP)
§( |[ac P1)+S(f’cb PZ)

S(fleass P) = 5) + (S(fleas, P2) = )

z/acf(x)dx+/c Fa)de — e
Lﬂmmzlﬁmw+lﬁmm

Il s’ensuit que fabf(a:)da: = [¥ f(z)dx + fcbf(a:)d:x. O

De méme,

\Y
A

pour tout € > 0, donc
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Proposition 6.30. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable telle que
m < f(z) < M, pour tout x € [a,b].
Alors,
m(b—a) < /bf(:c)d:c < M(b-a).

En particulier, si |f(x)] < M pour tout x € [a,b], alors

b
flx)dx| < M(b—a).

Démonstration. L'ensemble P = {a,b} est une partition de [a, b] telle que
S(f,P) < M(b—a)
et
S(f,P) >m(b— a).
Puisque S(f, P) < f f(z)dz < S(f, P) pour toute partition P, le résultat suit. ]

6.7 Théoréme fondamental du calcul différentiel et inté-
gral

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Par le Théoréme 6.29, pour tout = € [a, b], la
restriction de f sur [a,z] est aussi intégrable. En particulier, on peut définir une fonction

F:lab) — R, F(z / £(t) (6.16)

Théoréme 6.31 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral — Partie 1). Soit
f i |a,b] = R une fonction intégrable et soit F : [a,b] — R la fonction définie par (6.16). Si
f est continue en xy, alors F' est différentiable en xo et F'(xo) = f(x0).

Démonstration. On doit montrer que

lim 2@ = F@o) _ oy (6.17)

T—rXT( T — .1'0

Pour tout x € [a, b] tel que x > zy, on a

F(a :co/fdt—/fdt/fdt+/fdt—/fdt/f

par le Théoréme 6.29. La méme formule est valide si x < zg, car F(z) — F(z9) = —(F(x) —
F(z))=— [ f(t)dt = f;} f(t)dt. Il s’ensuit que

F(z) — F(xo) = /x f(t)dt, pour tout x € [a, b]. (6.18)
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Pour montrer (6.17), soit € > 0. Puisque f est continue en xy, il existe § > 0 tel que si
|z — 0| < 6 alors [f(z) — f(zo)| < 5. Pour tout = € [a,b] tel que |z — x| < J, on a

w_ﬂ%)‘: x_lxo/xf(t)dt—:z_lxo wf(:vo)dt
0 (paor (6.18) et 'Exemple 6.6)
=17 _1% /z(f(t) - f(l‘o))dt' (Théoréme 6.25(1))
1 xX
- o | [ o sty

Puisque |f(t) — f(z0)| < § pour tout t € [z, z], la Proposition 6.30 implique que

* 3
[0~ ] < Sho - .
zo
On a donc ) — Flao) .
xT) — Zo g 3

-~ 7 o~ 7 < _ — = -

' T — To fwo)) < |x—x0|2|x ol 2 =°
pour tout = € [a, b] tel que |z —x¢| < J. Il s’ensuit que lim, ., %ﬂfﬂm) = f(zo), c’est-a-dire
F est différentiable en zq et F'(x¢) = f(xo). O

Théoréme 6.32 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral — Partie 2). Soit
[ a,b] = R une fonction intégrable et F : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et
différentiable sur (a,b) telle que F'(x) = f(x) pour tout x € (a,b). Alors,

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Démonstration. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a,b]. Par le théoréme de la
moyenne (Théoréme 5.15), il existe ¢; € (z;_1, ;) tel que

fle) = Fle) = T = Flom)

Ty — Tj—1

et donc
F(x;) = F(zi1) = f(ei) (@i — wi-1).-

Il s’ensuit que

Puisque

pour tout 2, on a

S(f,P) < F(b) — F(a) < S(f, P). (6.19)



Puisque la partition P est arbitraire, (6.19) montre que

b
/ f(x)dx = sup{S(f, P) : P € Party,y} < F(b) — F(a)
et )
/ f(@)de = inf{S(f, P) : P € Partyuy} > F(b) — F(a).
Ces deux inégalités impliquent que ff f(z)dz = F(b) — F(a). O

Les deux théorémes combinés montrent que toute fonction continue f : [a,b] — R est la
dérivée d’une fonction F' : [a,b] — R, et que l'intégrale f;f(x)dx est égale a F(b) — F(a).
Il s’ensuit que l'intégrale de toute fonction continue f peut étre calculée en trouvant une
fonction F' telle que F' = f.

Exemple 6.33. Calculer fow/z cos(z)dz.

Solution. On a sin’ x = cos z pour tout x, donc par la deuxiéme partie du théoréme fonda-
mental du calcul différentiel et intégral (Théoréme 6.32), on a

/2
/0 cos(x)dx = sin(7/2) — sin(0) = 1. O

6.8 Techniques d’intégration

Le but de cette section est de démontrer rigoureusement deux techniques d’intégration
qui sont couramment enseignées dans un cours de calcul intégral.

Théoréme 6.34 (Intégration par substitution). Soit f : [a,b] — R une fonction continue et
¢ : [e,d] — R une fonction continiment différentiable (c’est-a-dire ¢’ existe et est continue)
telle que ¢([c,d]) C [a,b], ¢(c) = a et o(d) = b. Alors

b d
/ f(2)dz = / F(o ()¢ (. (6.20)

Démonstration. Par la premiére partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (Théoréme 6.31), la fonction

hilab — R, hz) :/ F(t)dt
est différentiable et A’ = f. La fonction

F=hog:le,d — R, F(t)=h(p(t)
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est alors aussi différentiable et F'(t) = h'(p(t))¢'(t) = f(p(t))¢'(t) pour tout ¢t € [c,d]
(Théoréme 5.10). Par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (Théoréme 6.32), on a alors

/ F o) (1)t = / F(t)dt
= F(d) — F(c)

= h(p(d)) — h(p(c))
h(a)

— h(b) —
:/ f(z)dz. O

La formule (6.20) peut servir a calculer des intégrales explicitement & 1’aide de la deuxiéme
partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (Théoréme 6.32) appliquée
a un des deux cotés. Il est intéressant de noter que cette approche peut servir dans deux
cas : parfois c’est 'intégrale de gauche qui nous intéresse mais celle de droite est plus facile
a calculer, et parfois c¢’est I'inverse. Ces deux cas sont illustrés dans les exemples suivants.

Exemple 6.35. Montrer que

1
/ \/1—:v2dx:£
0

Solution. Soit

P00 R f@) = VI
et

0 :10,7/2] — R, o(t) =sint.

Alors f est continue, ¢ est contintiment différentiable, ([0, 7/2]) = [0, 1], ¢(0) = 0, p(7/2) =

1, et
flo®)¢'(t) = V1 —sin*tcost = cos®t

pour tout ¢ € [0,7/2]. Le Théoréme 6.34 implique alors que

1 /2
/ V1 —z2dx = / cos?t dt.
0 0

Pour évaluer le coté droit, commencons par observer qu’en appliquant 1'identité trigonomé-
trique (4.7) & a =t et B = t, on obtient cos(2t) = cos?t — sin?t. Puisque sin®t + cos?t = 1,
on déduit que cos(2t) = cos’t — sin’t = cos?’t — (1 — cos?t) = 2cos?t — 1, et donc que
cos?t = (1 + cos2t). Il s’ensuit que cos® ¢ = F'(t), ou F(t) = % + Lsin2¢. On conclut alors
par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (Théoréme
6.32) que

[ VT = Fnj - F0) = 0

e

Exemple 6.36. Calculer f14 %dt.
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Solution. Soit
o:[1,4 — R, o) =t
et
f:[L2] — R, f(x)=sinz.
Alors f est continue, ¢ est continument différentiable, ¢([1,4]) = [1,2], p(1) = 1, et p(4) = 2.
De plus, f(e(t))¢'(t) = %Z On a donc f14 %dt = ff sinx dz = —cos(2) + cos(1). 1l
s’ensuit que f14 %dt = 2(cos(1) — cos(2)). O

Théoréme 6.37 (Intégration par parties). Soient u : [a,b] — R et v : [a,b] — R des
fonctions différentiables telles que les dérivées u' et v’ sont intégrables. Alors, uv' et u'v sont
intégrables et

b b
/ w(x)v' (z)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / o' (z)v(z)dx. (6.21)

Démonstration. Une fonction différentiable est continue (Proposition 5.6) et donc intégrable
(Proposition 6.11). Ainsi, u et v sont intégrables. Par le Théoréme 6.27, uv’ et u'v sont
également intégrables. Par la régle de dérivation d’un produit (Théoréme 5.11(c)), la fonction
uv est différentiable et
(uwv) = v'v +uv'.

Puisqu'une somme de fonctions intégrables est intégrable (Théoréme 6.25(1)), v'v + uv’
est intégrable. Ainsi, la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (Théoréme 6.32) implique que

/ (v (x)v(z) + u(z)v'(z))dx = / (wv) (x)dz = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Par I'additivité de I'intégrale (Théoréme 6.25(1)), on a

/ o' (z)v(z)dx +/ w(x)v'(z)dz = u(b)v(b) — u(a)v(a),

ce qui implique (6.21). O
Exemple 6.38. Calculer foﬂ x?sina du.

2

Solution. Soient u(z) = 22 et v(x) = — cos(x). On a z?sinz = u(x)v'(z), donc le Théoréme

6.37 implique que

/0“ v?sinz dr = u(r)v(r) — u(0)v(0) — /OTr u'(z)v(x) do = 7% + 2 /Oﬂa:cosx dx.

On peut ensuite appliquer une nouvelle fois 'intégration par parties a foﬂxcosa: dx avec
u(z) = x et v(x) = sinz, ce qui donne

/ zxcoszdr =0—0— / sinz dx = cos(m) — cos(0) = —2.
0 0
On trouve alors que

/ 2sinx dr = 72 — 4. O
0
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6.9 Intégrales impropres et test de l'intégrale

Bien que la définition de l'intégrale d’une fonction f repose sur I’hypothése que son
domaine est un segment [a, b] et que la fonction f soit bornée, on peut aisément retirer ces
hypothéses a I'aide de limites.

Définition 6.39. Soit f : [a,00) — R une fonction. On dit que f est intégrable si la
restriction f|,4 : [a,b] — R est intégrable pour tout b > a et la limite

/f o = lim bf()

existe. (Par définition, cela suppose que la limite est un nombre réel fini, et non 400 ; voir
la Définition 4.18.) De méme, une fonction f : (—oo0,b] — R est intégrable si f|,y est
intégrable pour tout a < b et la limite

/_ f(z)dz = lim f(z)dx

a——00 a

existe. Finalement, une fonction f: R — R est intégrable si f|j g et f|p sont intégrables
pour tout a < 0 et b > 0 et la limite

00 b
/ f(z)dz = lim ’ f(x)dx + blim f(z)dx
oo a—=—oo [, —oo Jq

existe.

Remarque 6.40. Dans le cas d’une fonction f : R — R, il n’est pas nécessairement vrai

que
a

) f(x)dx = lim f()

a—r o0
Par exemple, si f(z) = sinx, alors

a

lim sinx dr = lim (—cosa — (—cosa)) =0
a—oo J_ a—00

bien que
b

lim [ sinz dx = lim (1 — cosb)
b—oo J b—o0

n’existe pas, donc ffooo sinx dr n’existe pas.
Théoréme 6.41 (Test de 'intégrale). Soit > ° | a, une série de nombres réels a,, € R (telle
que dans le Chapitre 8). Supposons qu’il existe une fonction f : [1,00) — R positive (c’est-

a-dire f(x) > 0 pour tout x) et décroissante telle que f(n) = a, pour tout n € N. Alors,
Yoo an converge si et seulement si f est intégrable.
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Démonstration. Puisque f est décroissante, les restrictions f| ;) sont intégrables pour tout
b > 1 (Exercice (6.2)). De plus, pour tout k& € N tel que k > 2 et z € [k — 1,k], on a

= f(k) < f(z) < f(k=1) = ar
car f est décroissante. Par la Proposition 6.30,

k
ap, < flz)de < ag_;. (6.22)
k—1

Soit s, = a; + as + -+ + a, la suite des sommes partielles. En sommant (6.22) pour k =
2,3,...,n, obtient

Sp—ap < /n flz)dr < s,y (6.23)
1

pour tout n € N.

Supposons que f1 x)dx existe. Alors, la premiére inégalité dans (6.23) montre que
(51)22, est bornée. Pulsque a, = f(n) > 0 pour tout n, la série >~ a, converge par le
Théoreme 3.10.

Inversement, supposons que » >, a, converge. En particulier, (81,)22, est bornée et la
deuxiéme inégalité dans (6.23) montre que la suite ([ f(z)dz)52 1 est bornée. Pulsque f est
positive, on a que fln+1 f(x)de = [ f(x)dx—i—f:H x)dx > [ f(x)dx, done (] f dx)
est croissante. Par le Théoréme de convergence monotone (Theoreme 2. 25) lim,, 00 f X )d:r; =
L existe. Montrons que limy,_, flb (x)dx = L,oub € R. Soit e > 0. Pulsque hmn_m f1 x)dx =
L, il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny (n € N), on a | [{" f(z)de — L] < § Pulsque
22021 a, converge, on a que lim, , a, = 0 (Théoréme 3.4), donc 11 ex1ste Ny € N tel que
pour tout n > Ny, on a a, < 5. Soit N := max(Ny, Na) + 1. Soit b € R tel que b > N et soit
n € N le plus grand entier naturel tel que n < b. Alors

/lbf(a:)dx - L‘ _ /n f(a)ds + /:f(g;)da; - L‘

b
<[ )iz - f(@)de
<5+ fmb-n)
< % + an
<5+5
=c.
Il s’ensuit que la limite limy_, o flb f(x)dx existe, donc f est intégrable. O

Exemple 6.42. Montrons que la série Y7, np converge pour tout p > 1. Remarquons que
le test du rapport (Théoréme 3.13) ne permet pas de conclure la convergence, car

1 1) P
lim M = lim n =1.
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De méme, le test de la racine (Exercice (3.8)) ne donne aucune information. En revanche,
le test de l'intégrale (Théoréme 6.41) permet de montrer la convergence. En effet, soit

f :[l,00) — R la fonction f(z) = 1/aP. On a f(z) = F'(x) ou F(x) = —W
Alors, fl xr)dr = lb ii‘j = F(b) — F(l) = 1 - (1 — =) pour tout b > 1. I s’ensuit que
[ f(z)dz = hmb_,oo L(1-gy) = p ex1ste Par le Théoreme 6.41, 2 | L converge.

Pour finir, on peut définir 'intégrale d’une fonction sur des intervalles finis, mais non
fermés de la fagon suivante.

Définition 6.43. Soient a,b € R tels que a < b.

e Une fonction f : (a,b] — R est intégrable si la restriction flj,p est intégrable pour

tout « € (a,b] et la limite
b b
/a fz)dz = ali>r£1+/a f(z)dx (6.24)

existe (voir la Définition 4.16 pour les notions de limites a gauche et a droite).

e Une fonction f : [a,b) — R est intégrable si la restriction f|, 5 est intégrable pour
tout f € [a,b) et la limite
b B
/ f(z)dx = lim / f(x)dx (6.25)
a B=b=Jq

e Une fonction f : (a,b) — R est intégrable si la restriction f|j, g est intégrable pour
tous a, f € (a,b) tels que a < 3 et il existe ¢ € (a, b) tel que la limite

existe.

b
/f(x)dx = lim f Ydx + hm/ f(z (6.26)

existe.

Remarquons que si f : [a,b] — R est intégrable, alors nous avons plusieurs définitions
possibles de l'intégrale f; f(z)dz, c’est-a-dire, la définition originale (Définition 6.5) ainsi
que les limites (6.24), (6.25), et (6.26). Pour nous assurer que ces définitions concordent,
nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 6.44. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Alors

b b B
/a f(x)d:c:aligh/a f(z)dz :,BIEII}/Q f(z)dz, (6.27)

ot toutes les intégrales sont définis par la Définition 6.5.

Démonstration. Démontrons la premiére égalité seulement ; ’autre est semblable. Soit € > 0.
Puisque la fonction f est intégrable, elle est bornée. Il existe alors un nombre M > 0 tel que
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|f(z)| < M pour tout = € [a,b]. Soit § = 7. Soit a € [a,b] tel que a < o < a + 4. Par le

Théoréme 6.29 et la Proposition 6.30, on a

[ swie = [ st =

/fdx

< M(a—a)
< Mo

= E.

Par la définition de la limite & droite (Définition 4.16), on obtient (6.27).

Il est aussi possible de définir I'intégrale de fonctions f : (a,00) — R et f: (—o0,b) —

en combinant deux limites. On laisse le soin au lecteur d’écrire les détails.
Exemple 6.45. Montrer que f(z) = \/%E est intégrable sur (0, 1] et calculer fol \/Lgdx.
Solution. Soit o € (0, 1]. La restriction

flia [ 1] — R

1
T — —

NG

est continue, donc intégrable. De plus, f|a1) = F’, ot F(z) = 2y/z. Il s’ensuit que

/ Ldr=F(1) - Fa) =2 - 2va.

On a donc

[l
R

—dm = lim (2 —2V«a) = 2. (6.28)

a—0+

Puisque la limite existe, la fonctlon est intégrable et son intégrale est donnée par (6.28).
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6.10

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
(6.9)

(6.10)
(6.11)

Exercices

Soit f : [0,3] = R, f(z) = 22 — 4. Calculer S(f, P) et S(f, P) pour la partition
P=1{0,1/2,1,2,5/2,3}.
Soit f : [a,b] — R une fonction croissante. Soit P = {x,z1,...,x,} la partition de
la, b] donnée par x; = a + ib_T“, i=0,1,2,...,n. Montrer que

b—a

S(f,P) = S(f,P) = (f(b) - f(a)) :

n

Déduire que f est intégrable. De méme, montrer que toute fonction décroissante
est intégrable.

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Montrer que §'il existe une partition P de
[a,b] telle que S(f, P) = S(f, P), alors f est intégrable et f; f(z)dx = S(f, P) =
S(f, P).

Montrer que la fonction

0 size@Q

fi01] —R f(:r)z{x P

n’est pas intégrable. (Indice : Soit P = {xg, z1, ..., , } une partition, onay . x;(x;—
zim1) = 5@ — 25+ 30 (@ — wi)?) 2 (2] — 23).)

Soit f :[0,1] — R une fonction intégrable et soit ¢ € R tel que ¢ # f(0). Montrer
que la fonction

c siz=0
9: 10, — R, g(x):{f(:zr) si0<x<1

est intégrable.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(z) > 0 pour tout x € [a, b] et

fff(x)dx = 0. Montrer que f(x) = 0 pour tout x € [a, b].

Soit f : [a, b] — R une fonction bornée avec un nombre fini de discontinuités, c¢’est-a-

dire, il existe ¢1, ¢o, . .., ¢y € (a,b) tels que f est continue sur (a, ¢;), (¢1,¢a), (2, ¢3),
., (€n,b). Montrer que f est intégrable. (Indice : Utiliser la Proposition 6.10 sur

chaque intervalle [a, c1], [c1,¢2], ..., [ca,b], et appliquer le critére de Riemann sur

chaque intervalle.)

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable telle que f(x) > 0 pour tout z € [a, b].

Montrer que fab f(z)dz > 0.

Montrer que la fonction f : [0, 1] — R de 'Exemple 6.16 est discontinue en chaque

point de 'ensemble {1/n : n € N} mais est intégrable et fol f(z)dz = 0.

Montrer que I’ensemble de Cantor est de mesure zéro.

Démontrer la partie (2) du Théoréme 6.25. (Indice : considérer les cas ¢ > 0, ¢ = 0,
et ¢ < 0 séparément.)
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(6.12) Montrer que si f : [a,b] — R est intégrable, alors |f| est aussi intégrable et

/a ’ f(x)dz

(6.13) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et soit ¢ € R. Montrer que la fonction

< [

g:lateb+d —R, gla)=flz—c

est intégrable et que
b+c

o — c)da = /ab f(2)dz.

a-+c

. o1t :la,b] — une fonction lipschitzienne de constante ¢ > 0, c’est-a-dire,

(6.14) Soit f : [a,D] R fonction lipschitzi d 0, c’est-a-di
|f(z) — f(y)| < c|z — y| pour tous x,y € [a,b]. Montrer que pour toute partition
P ={xo,z1,...,2,} de [a,b], on a

S(f,P) = S(f.P) < c(b—a)|P],

ou
|P| == max{x; —z;_1:i € {1,...,n}}.

(6.15) Soit f :[0,1] — R une fonction lipschitzienne. Montrer que

lim lZf(i/n):/O f(z)dz.

n—oo M

(Indice : Utiliser la question (6.14).)
(6.16) Trouver une fonction f : [0,1] — R telle que

f(x)* = 2/ f(t)dt +1
0
pour tout x € [0, 1].
(6.17) Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu’il existe ¢ € (a, b) tel que

b
i [ =10

(Indice : Combiner le théoréme de la moyenne et le théoréme fondamental du calcul
différentiel et intégral.)

(6.18) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. Montrer que la fonction

F:la,b) — R, F(x) :/ f(t)dt
est lipschitzienne et donc uniformément continue.
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(6.19) Soient a,b € R tels que a < b. Montrer que f: |x|dx = F(b) — F(a), ou

1,2 ix>0
F:la,b] — R, F(a:):{Qx nre

—12 §six <.

(6.20) Calculer [ tv/1+ t2dt.

(6.21) Calculer [ —E—d.

(6.22) Calculer fol arcsin(x)dz ou arcsin : [0, 1] — R est 'inverse de sin : [0, 7/2] — R.
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Chapitre 7

Suites de fonctions

Il y a plusieurs fagons de définir la limite d’une suite de fonctions f, : D — R. Dans
chacune de ces définitions, 1'idée est que la fonction limite f : D — R doit étre approximée de
plus en plus précisément par la fonction f,, plus n est grand. Différentes fagons de comparer
fn et f donnent différentes définitions de convergence. Dans ce chapitre, on définit deux de
ces notions de convergence, soit la convergence ponctuelle et uniforme, et on montre que la
deuxiéme notion est la plus appropriée dans de nombreuses situations.

7.1 Convergence ponctuelle et uniforme

Définition 7.1. Une suite de fonctions est une suite (f,)>2, ou f, : D — R sont des
fonctions de domaine commun D. On dit que (f,,)32, converge ponctuellement vers une
fonction f: D — R si pour tout € D la suite (f,(x))72, converge vers f(z) au sens usuel
de la Définition 2.4, c’est-a-dire,

7}1_{20 fo(z) = f(z), pour tout x € D. (7.1)

Explicitement, cela consiste & demander & ce que pour tout x € D et tout € > 0, il existe
un nombre N € N tel que pour tout n > N on a que |f,(z) — f(z)| < e.

Remarque 7.2. Il est important de distinguer une fonction f d’une valeur f(z) de cette
fonction. La notation f(x) ne représente pas une fonction, mais plutot 1'évaluation de la
fonction f au point x. Donc f(x) est un nombre réel et non la fonction f. La limite (7.1)
représente alors bien une limite de nombres réels telle qu’au Chapitre 2.

Bien que cette notion de convergence soit la plus simple a énoncer, elle comporte de
nombreux problémes. Entre autres, si toutes les fonctions f,, : [a,b] — R sont continues et la
suite (f,,)>; converge ponctuellement vers f, alors f n’est pas nécessairement continue :

Exemple 7.3. Soit f,, : [0,1] = R, f,(x) = ™. Par 'Exemple 2.28, on a lim,_,, f,(z) =0
si0 <z <1etlim, o fr(1) = 1. 11 s’ensuit que la suite (f,)>2, converge ponctuellement

vers la fonction
0 si0<z<l

1 siz=1

[0 —R, flz)= {
qui n’est pas continue.
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Un autre probléme avec la convergence ponctuelle survient lorsqu’on essaie d’interchanger
la limite avec l'intégrale. C’est-a-dire que si les fonctions f,, : [a,b] — R sont intégrables et
convergent ponctuellement, alors il n’est pas nécessairement vrai que

b b
i [ syde = [ (i 1) ds
Le prochain exemple illustre ce probléme.

Exemple 7.4. Soit f, : [0,1] — R la fonction définie en reliant (0,0), (£,n), (2,0), et (1,0)
par des droites, c¢’est-a-dire :

n’z siOSxﬁ%
fulz) = nz(%—:c) si%ﬁxﬁ%
0 si 2 <a <1

On a lim, , fu(z) = 0 pour tout = € [0,1], car si 0 < = < 1, il existe N € N tel que
2 < z pour tout n > N, et donc f,(z) = 0 pour tout n > N. La suite (f,)2°, converge

donc ponctuellement vers la fonction constante f(x) = 0. L’ mtegrale fo fn(z)dz est Iaire du
triangle dont les sommets sont (0,0), (£, n), et (2 ), donc fo fu(x)dx = 1 pour tout n. Or,

fo x)dx = fo Odr =0+# 1 =lim,,_, fo fulz

Pour remédier a ces problémes, et bien d’autres, on définit une autre notion de conver-
gence :

Définition 7.5. Soit (f,)s, une suite de fonctions f, : D — R. On dit que (f,)r,
converge uniformément vers une fonction f : D — R si pour tout € > 0 il existe N € N

tel que pour tout x € D et tout n > N, on a |f,(x) — f(z)| < e.
On montre facilement que la converge uniforme implique la convergence ponctuelle.

Proposition 7.6. Soit (f,)32, une suite de fonctions qui converge uniformément vers une
fonction f: D — R. Alors (f,)52, converge aussi ponctuellement vers f.

Démonstration. Soit xo € D. On doit montrer que lim, . fn(xo) = f(x). Soit € > 0.
Puisque (f,)22, converge uniformément vers f, il existe N € N tel que pour tout z € D et
tout n > N, on a |f,(x) — f(z)| < e. En particulier, |f,(xo) — f(x0)| < € pour tout n > N.
Puisque € > 0 est arbitraire, on conclut que lim,, . fn(zo) = f(x0). O

La distinction entre les deux notions de convergence est que pour la convergence uniforme,
le nombre N € N ne dépend que de ¢, et est indépendant de x.
Voici une premiére propriété préservée par la convergence uniforme :

Proposition 7.7. Soit (), une suite de fonctions bornées f, : D — R qui converge
uniformément vers une fonction f: D — R. Alors, f est bornée.
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Démonstration. Par la définition de convergence uniforme appliquée a € = 1, il existe N € N
tel que |fn(x) — f(x)| < 1 pour tout = € D et tout n > N. Puisque fy est bornée, il existe
M > 0 tel que |fy(z)| < M pour tout = € D. Il s’ensuit que pour tout z € D, on a

|f(2)] = |(f(z) = fn(2)) + fn(@)] < |f(2) = fa(@)] 4+ | fa()] < 1T+ M,
donc f est bornée. O

Définition 7.8. Soit f : D — R une fonction bornée. La norme sup de f est le nombre
réel

/]I = sup{[f ()] : = € D}.

Si f et g sont deux fonctions bornées, alors f — g est aussi bornée, et on peut considérer
|f — ¢gl|- Le nombre || f — g|| > 0 est donc une fagon de comparer f et g. C’est-a-dire que
|f—g|| = O0sietseulement si f = g, et en général, || f—g|| est une mesure de la différence entre
ces deux fonctions. Le prochain résultat montre que la convergence uniforme est précisément
la notion de convergence provenant de cette facon de comparer des fonctions.

Théoréme 7.9. Soit (f,)5°, une suite de fonctions bornées f, : D — R et f: D — R une
fonction. Alors (f,)22, converge uniformément vers [ si et seulement si f est bornée et

lim || f, — fll = 0.
n—oo
Démonstration. ( =) Supposons que (f,)22,; converge uniformément vers f. Par la Pro-
position 7.7, f est bornée, et donc ||f — f.| est défini pour tout n € N. Montrons que
lim, oo || fn — f|l = 0. Soit € > 0. Par la définition de la convergence uniforme, il existe
N € N tel que pour tout z € D et tout n > N, on a |f,(z) — f(z)| < 5. Il s’ensuit
que ||fn — fll = sup{|fu(z) — f(z)| : © € D} < § < e pour tout n > N, c’est-a-dire,
( < ) Supposons que f est bornée et que lim, . ||f. — f|| = 0. Soit € > 0. Par la
définition de cette limite, il existe N € N tel que ||f,, — f|| < e pour tout n > N. Il s’ensuit

que siz € D et n > N, alors |f,(x) = f(2)] < sup{[fu(y) = f(y) :y € D} = [lfu = fll <&
On conclut alors que (f,,)5, converge uniformément vers f. O

Le prochain résultat est semblable au Théoréme 2.52 disant qu’une suite de nombres réels
converge si et seulement si elle est une suite de Cauchy. L’utilité de ce théoréme venait du
fait qu’on peut montrer qu'une suite converge sans connaitre a priori la valeur vers laquelle
elle converge. C’est ce qu’on appelle un théoreme d’existence. C’est-a-dire, on montre qu'une
limite existe sans nécessairement pouvoir la déterminer explicitement. Le théoréme suivant
est un analogue pour les fonctions : il donne une facon de montrer qu'une suite de fonctions
converge uniformément sans nécessairement connaitre d’expression explicite pour la limite.

Théoréme 7.10 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme). Soit (f,)22, une suite
de fonctions f, : D — R. Alors (f,)22, converge uniformémement vers une fonction si et
seulement si pour tout € > 0 il existe un nombre N € N tel que pour tout x € D et tous
m>n>N, ona

[fm(z) = fu(z)] <e.
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Démonstration. ( => ) Supposons que (f,)22, converge uniformément vers une fonction
f: D — R. Soit € > 0. Par la définition de la convergence uniforme (Définition 7.5), il existe
un nombre N € N tel que pour tout n > N et tout x € D, on a |f,(z) — f(x)] < e/2. 1l
s’ensuit que pour tous m >n > N et tout x € D, on a

€ €
[fin(@)=fa(@)] = [(fin(2) = f(2)) = (ful) = f(@))] < [fn(2) = f @) H|ful2) = f(2)] < 545 =<

(<) Soit (f,)2; une suite telle que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
re€Detm>n>N,ona |f,(r)— f.(z)| <e. Il s’ensuit que pour tout x € D, la suite de
nombres réels (f,(z))5, est une suite de Cauchy (Définition 2.48). Par le Théoréme 2.52,
la suite (f,(2))5°, est convergente, c’est-a-dire, la limite lim,,_,, f,(z) existe. Définissons la
fonction

f:D—R, f(x)= 1i_>m fn(x).

Montrons que (f,,)52, converge uniformément vers f. Soit € > 0. Par hypothése, il existe
N € N tel que

| fn(z) — ful2)] <% pour tout € D et m >n > N. (7.2)

Pour chaque z € D et n > N, la continuité de la valeur absolue (Exercice (4.6)) implique
que
Tim [ ful@) ~ Ful)] = [F(@) ~ Fula)]. (73)
Par (7.2) et (7.3),
€
@)~ @) < 5 <

pour tout n > N et x € D (par la Proposition 2.22). Il s’ensuit que (f,)>>, converge
uniformément vers f. O]

7.2 Propriétés de la convergence uniforme

Montrons d’abord que la convergence uniforme préserve la continuité, contrairement a la
convergence ponctuelle (Exemple 7.3).

Théoréme 7.11. Soit (f,)>2, une suite de fonctions continues f, : D — R qui converge
uniformément vers une fonction f: D — R. Alors, f est continue.

Démonstration. Soit xo € D. Montrons que f est continue en xzy. Soit ¢ > 0. Puisque
(fn)22, converge uniformément vers f, il existe N € N tel que pour tout x € D et n > N on
a|fo(z)—f(r)| < 5. Parla continuité de fx en xo, il existe § > 0 tel que | fx(2) — fn(z0)| < 5
pour tout z € D tel que |z — xo| < 0. Il s’ensuit que si x € D et |x — x| < 9, alors

[f (@) = f(xo)| = [(f(2) = [ () + (fw(2) = fv (o)) + (fv(20) — f(0))]
< |f(x) = fn(@)| + | (@) = fn(@o)| + | (o) — (o)

- € n € n €
3 3 3
=e.
Donc f est continue en xj. 0
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Exemple 7.12. La suite de fonctions f,(z) = 2™ dans I'Exemple 7.3 ne converge pas uni-
formément, car la limite n’est pas continue.

On peut aussi montrer que la convergence uniforme est compatible avec 'intégration :

Théoréme 7.13. Soit (f,)22, une suite de fonctions continues sur un segment [a,b] qui
converge uniformément vers une fonction f : [a,b] — R. Alors, la suite de fonctions (F,)>2
définie par

Foilab— R, Fy /fn

converge uniformément vers la fonction

Filab —R Fl /f

En particulier,

b b

lim [ f,(t)dt = / (lim fn(t)> dt
n—oo a a n—o0

Démonstration. Puisque (f,)5, converge uniformément vers f et que chaque fonction f,

est continue, la limite f est aussi continue (Théoréme 7.11) et donc intégrable (Théoréme
6.11). Pour tout = € [a,b], on a

R = F@)l =| [ i [ s
I(fn(t) — f(t))dt‘ (Théoréme 6.25(1))
< (z —a)sup{|fn(t) — f(¥)| : t € [a,z]} (Proposition 6.30)
< —a)llfu—fl-
Par conséquent,
0<|F, = FIl < [b—alllfu— flI (7.4)

Puisque (f,,)7, converge uniformément vers f, on alim,,_, || f,—f|| = 0 (Théoréme 7.9). Par
le théoréme du sandwich (Théoréme 2.10), les inégalités (7.4) impliquent que lim,, ., || ), —

F|| = 0, donc (F,)$, converge uniformément vers F. Puisque la convergence uniforme
implique la convergence ponctuelle (Proposition 7.6), on a
b
lim [ fu(t)dt = lim F,( / f(z d:v—/ <lim fn(x)> dx. O
n—oo a n—oo — 00

Exemple 7.14. La suite de fonctions dans ’Exemple 7.4 ne converge pas ponctuellement,
car I'intégrale de la limite n’est pas égale a la limite des intégrales.

Exemple 7.15. Montrer que

. Tnx +sinx s
lim ——dr = —.
n—oo o 2n 4 cosx 4
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Solution. Montrons que la suite de fonctions f, : [0,7] — R, f,(z) = 2252 converge
z
5

2n+-cos
uniformément vers la fonction f : [0,7] = R, f(x) = 2. Pour tout z € [0,7] et n € N, on a

nr+sinx T
[alz) = f@)l =5 — = 3
2(nx 4 sinx) — z(2n + cos )
2(2n + cos x)
2sinx — xcosx
4n 4 2cosx

< 2| sinz| + ||| cos x|
- dn — 2

< 2+7r.

T dn -2

Il s’ensuit que

247

dn — 2

pour tout n € N. Puisque lim,, , ;7% = 0, la suite (f,);2; converge uniformément vers f

par le Théoréme 7.9. Par le Théoréme 7.13,

1o = Il <

247

lim — =
n—oo [o 2n 4 cosx

" nx + sinx / T 2
0
On a aussi la compatibilité avec la dérivée :

Théoréme 7.16. Soit (f,)>2, une suite de fonctions sur un segment |a,b| qui converge
ponctuellement vers une fonction f : [a,b] — R. Supposons que chaque f, : [a,b] — R est
différentiable, que la dérivée f! : [a,b] — R est continue, et que la suite (f!)32, converge
uniformément vers une fonction g : [a,b] — R. Alors, [ est différentiable et f'(x) = g(x)
pour tout x € |a,b]. En particulier,

4 lim f,(z) = lim ifn(x), pour tout x € [a, b].
T

Démonstration. Puisque (f})°, est une suite de fonctions continues qui converge uniformé-
ment vers g, la suite de fonctions

F. [0 — R, Fn(x):/mf;(t)dt

converge uniformément vers la fonction

Filab —R Flz) = / " a(tydt
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(Théoréme 7.13). Par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (Théoréme 6.32), on a

Fo(x) = fu(z) = fala)

pour tout n € N et x € [a, b]. Il s’ensuit que

n—oo

[ ottt = lim Fae) = i (7o)~ fula)) = Flo) — ).

et donc
ﬂﬂzﬂ@+/g@% (7.5)

pour tout x € [a, b]. Puisque chaque dérivée f est continue et que (f})5°, converge uniformé-

ment vers g, la fonction g est continue (Théoréme 7.11). Par la premiére partie du théoréme
fondamental du calcul différentiel et intégral (Théoréme 6.31), la fonction G(z) = [ g(t)dt
est différentiable et G'(z) = g(x) pour tout = € [a,b]. Par (7.5), f est différentiable et
f'(z) = g(z) pour tout z € [a, b)]. O

7.3 Fonction exponentielle et fonction logarithmique

Notons qu’a ce stade-ci, nous n’avons pas encore défini la notion de puissance a’ pour
tout @ > 0 et tout b € R. On sait, bien sir, comment définir a” = a - a---a (n-fois) pour un
entier naturel n € N. On peut aussi définir a™" = (1/a)”™ pour tout n € N, et donc a” est
défini pour tout n € Z. Ensuite, on définit a'/” comme la n-iéme racine de a. En combinant
ces définitions, on obtient une définition de la puissance a™/™ = (a'/™)™ pour tout nombre
rationnel 7 € Q. Mais comment donner du sens, par exemple, a av??

La premiére étape consiste a donner une définition rigoureuse de la fonction exponentielle
exp : R — R. On définira ensuite son inverse, la fonction logarithmique In : (0,00) — R.
Nous pourrons ainsi définir a® = exp(blna) pour tout a > 0 et b € R. Notons cependant que
nous ne pouvons pas définir la fonction exponentielle comme exp(z) = e* ou e est le nombre
d’Euler (Section 2.4), car nous n’avons pas encore de définition de la puissance e* pour tout
x € R. La solution est de définir exp a ’aide d'une équation différentielle, grace au prochain
résultat. Nous verrons par la suite que cette définition concorde avec e” pour tout x € Q.

Théoréme 7.17. Il existe une fonction E : R — R telle que
E'(z) = E(x) (7.6)

pour tout x € R et
E0) =1. (7.7)

Démonstration. Soit (E,)>, la suite de fonctions E,, : R — R définie par récurrence par
Ei(z) =1+zx,

En(x)=1 +/ E,(t)dt, pour tout n > 1.
0

135



Montrons par récurrence que chaque fonction FE,, est différentiable. Le cas ou n = 1 découle
du fait que E; est une droite (Exemple 5.3). Supposons que E, est différentiable pour un
certain n. En particulier, F, est continue. Par la premiére partie du théoréme fondamental
du calcul différentiel et intégral (Théoréme 6.31), la fonction F, ., est différentiable et

B, = En
Montrons par récurrence que
r a? z"
En(:c):1+ﬁ+§+-~+m (7.8)

pour tout n € N et x € R. Le cas ott n = 1 est donné. Supposons que (7.8) soit vraie pour

un certain n € N. La fonction F(z) = §; + g;—? + -+ (nJ:), satisfait alors F'(x) = E,(z).

Par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (Théoréme
6.32), on a
2 xn—i—l

B —1 E — 14 F(z)— F(0) =1 —
ni1(7) +/0 n(t)dt =1+ F(z) — F(0) +1'+2|+ RUNTSTE

ce qu’il fallait démontrer.

Montrons maintenant que la suite (FE,,)5°; converge vers une fonction E satisfaisant (7.6)
et (7.7). Pour y arriver, nous allons montrer que les restrictions En\[_ 4,4) satisfont le critere
de Cauchy (Théoréme 7.10) pour tout A > 0.

Soit A>0.Size[-A Al et m>n>2A ona

E E :L,n+1 ™
Bnle) = Bala)] = | gy 0 F oy
AnJrl Am
+ .
(n+1)!
An—l—l AQ Am—n—l
'( +n+2 n+2)(n+3)+ +(n—|—2)(n+3)---(m—1)m)
An+1 A AQ Am—n—l
,<1+ t o mnl)
n
An+1 2 1 m—n—1
1! + - ()
2
An+1
< 7.9
(n+1) (7.9)

Soit £ > 0. Puisque lim,Hoo i‘;‘:; = 0 (par 'Exemple 3.15 et le Théoréme 3.4), il existe N €

Ntel que N > 2A et 2‘4 ) < e pour tout n > N. Par (7.9), il s’ensuit que |E,,(z)—E,(z)| < €

pour tout m > n > N et © € [—A, A]. Le critére de Cauchy (Théoréme 7.10) implique alors
que les restrictions £, |[—4 4] convergent uniformément. En particulier, (£, (z))s, converge
pour tout x € [—A, A]. Puisque chaque x € R est contenu dans un segment [— A, A] pour un
certain A > 0, on peut poser

E:R— R, E(z)=lim E,(x).

n—oo
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On a que chaque En|[_ 4,4 est différentiable, la dérivée E7’1|[_ 4,4 = En_1][—a,4) est continue,
et la suite (B |—a,4))ne1 = (En-1][-a,4))52, converge uniformément vers E|_4 4. Par le
Théoréme 7.16, E|_ 4, 4) est différentiable et E'|[_4 4] = E|[_a,4]. Puisque A > 0 est arbitraire,
on a que E est différentiable et que E' = E. De plus, F,(0) = 1 pour tout n € N donc
E(0) = lim,,_,» F,(0) = 1. n

Théoréme 7.18. La fonction E : R — R satisfaisant (7.6) et (7.7) est unique.

Démonstration. Soient E; : R — R et Fy : R — R deux fonctions telles que E] = Fj,
Ey(0) =1, E) = Ey, et E5(0) = 1. Montrons que E; = Es. Soit F' = E; — E,. On a alors que
F' = F et F(0) = 0. On doit montrer que cela implique que F' = 0. Soit > 0. Appliquons
le Théoréeme de Taylor (Théoréme 5.30) a la restriction de F' sur le segment [0, z]. On a que
F' = F F'"=F,. .., F" = F existent sur [0, 2] pour tout n € N. Par le Théoréme de
Taylor, il existe un point ¢ € (0, z) tel que

F'(0) F"(0) , F(”)(O) n F(n+1)(c> n+1
F(%):F(O)—F 1 T+ o1 ZB+"'+TZL' +m$
— F(C) xn+1
(n+1)! '

Puisque F' est continue sur le segment [0, z], la fonction F' est bornée par une constante

M > 0 sur ce segment (Théoréme 4.34). On a alors que |F(z)| < %M"H pour tout
n € N. Puisque lim,, %M”“ =0, on a que F'(z) = 0 pour tout x > 0. Un argument
similaire montre que F(z) = 0 pour tout z < 0. O

Définition 7.19. L’unique fonction E satisfaisant (7.6) et (7.7) est appelée fonction ex-
ponentielle et est notée
exp: R — R.

Nous allons bientdt voir que exp(z) = e pour tout = € Q, ot e € R est le nombre d'Euler
(Section 2.4). Pour ce faire, observons d’abord les propriétés suivantes.

Lemme 7.20. On a que exp(z) > 1+ x pour tout x > 0.

Démonstration. Par (7.8), on a que E,(z) > 1+ z pour tout > 0. Il s’ensuit que exp(z) =
lim,, o E,(x) > 1+ x pour tout z > 0. O

Lemme 7.21. On a que exp(x) # 0 pour tout x € R.

Démonstration. Supposons, par contradiction, qu’il existe un point zy € R tel que exp(zg) =
0. Soit
F:R—R, F(z)=-exp(zo+ ).

On a alors que F(0) = 0 et F'(z) = F(x) pour tout z € R. Comme démontré dans la
démonstration du Théoréme 7.18, cela implique que F(z) = 0 pour tout = € R, contredisant
que F(—zq) = exp(0) = 1. O
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Théoréme 7.22. On a que

exp(z + y) = exp(z) exp(y)
pour tous x,y € R.

Démonstration. Fixons un nombre y € R. Puisque exp(y) # 0 (Lemme 7.21), on peut définir

la fonction

' Ly xp(T+y)
f:R—R, f()_—exp(y) .

On doit montrer que f(x) = exp(z) pour tout x € R. Par 'unicité de la fonction exponentielle

(Théoréme 7.18), il suffit de montrer que f(0) = 1 et f'(x) = f(z) pour tout x € R. On a que

f(0) = % =1 et, puisque y est une constante, f'(z) = exfxgzj)y) - e);i(px(;f) = f(x). ]

Théoréme 7.23. La fonction exponentielle est strictement croissante et son image est
(0, 00).

Démonstration. Par le Lemme 7.21 on a que exp(z) # 0 pour tout x € R. Puisque exp(0) =
1 > 0, le Théoréme des valeurs intermédiaires (Théoreme 4.38) implique que exp(z) > 0
pour tout z € R. C’est-a-dire, I'image de exp est contenue dans (0,00). En particulier,
exp/(z) = exp(x) > 0 pour tout z € R, donc exp est strictement croissante (Théoréme 5.20).
Pour montrer que 'image de exp est (0, 00), posons un nombre y € (0, 00). On doit montrer
qu’il existe un nombre = € R tel que exp(z) = y. On distingue trois cas :

(1) Supposons que y > 1. Par le Lemme 7.20, on a que exp(0) =1 <y < 1+ 1y < exp(y).
Par le Théoréme des valeurs intermédiaires (Théoréme 4.38), il existe un point x entre
0 et y tel que exp(x) = y.

(2) Siy =1, on peut prendre x = 0.

(3) Finalement, supposons que y < 1. Puisque 1/y > 1, le cas (1) implique qu’il existe un

nombre z € R tel que exp(z) = 1/y. Par le Théoréme 7.22; on a exp(—z) = Zﬁig =y
[l

et on peut donc poser r = —z.

A T’aide du Théoréme 7.23, nous allons conclure que la fonction exponentielle a une
fonction inverse
In: (0,00) — R,

que l'on appelle la fonction logarithmique, c’est-a-dire, In est 'unique fonction sur (0, 0o)
telle que

In(exp(x)) pour tout x € R et

=z
exp(In(y)) =y  pour tout y € (0, 00).

Plus précisément, nous avons besoin du théoréme suivant (nous ne couvrons pas la démons-
tration en classe, car il s’agit de matiére plutét propre au cours d’Analyse I, mais vous étes
encouragé a la lire).
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Théoréme 7.24. Soit I un intervalle ouvert! et f : I — R une fonction telle que f'(z) >0

pour tout x € I. Alors, l'image J = f(I) de f est un intervalle ouvert et il existe une
fonction inverse g : J — R.% De plus, g est différentiable et
1

pour tout y € J.

Démonstration (Pas a l’évaluation du cours d’Analyse II). Puisque f'(z) > 0 pour tout x €
I, la fonction f est strictement croissante (Théoréme 5.20). En particulier, f est injective et
il existe une fonction inverse g : J — R ou J = f(I). De plus, par le théoréme des valeurs
intermédiaires (Théoréme 4.38), J est un intervalle ouvert.

Montrons que g est aussi croissante. Soient 31, yo € J tels que y; < yo et soient z13 = g(y;)
et 9 = g(y2). On doit montrer que x; < xy. Si, au contraire, x; > o, alors, puisque [ est
croissante, on a f(z1) > f(z3), c'est-a-dire, y; > yo, contraire & I’hypotheése. Il s’ensuit que
x1 < Ty, donc g est croissante.

Montrons que g est continue. Soit yg € J et xg = g(yo) € I. Soit € > 0. Sans perte de
généralité, on peut supposer que € est assez petit pour que (zg — &,z + &) C I. Puisque f
est strictement croissante, on a que f(zg—¢) < f(zo) < f(xo+¢). Il existe alors un nombre
d > 0 tel que (f(zo) — 0, f(xg) +0) C (f(zo —€), f(xg + €)). Il s’ensuit que pour tout y € J
tel que [y —yo| < 4, on ay € (f(xo) — 0, f(xo) + 6) et donc y € (f(zo — €), fzo + €)).
Clest-a-dire, f(zg —¢) < y < f(zo + €). Puisque g est aussi croissante, cela implique que
o — e < g(y) < xo + ¢, c'est-a-dire, |g(y) — g(yo)| < e.

Montrons maintenant que g est différentiable. Soit yo € J et g = ¢(yo). Puisque f
est différentiable au point xy € D, il existe une fonction continue ¢ : I — R telle que
o(zo) = f(xo) et f(x) = f(zo) + p(z)(z — x0) pour tout x € I (Théoréme 5.8). Puisque
o(xo) = f'(zo) > 0 et ¢ est continue, il existe un nombre § > 0 tel que p(z) > 0 pour tout
x € (xg—d,29+9) (Exercice (4.14)). Il s’ensuit que pour tout y € (f(zg—9), f(xo+9)) tel
que y # yo, on a g(y) € (xg — 6,29 + 0), donc

y—yo = f(9(y)) — f(zo) = w(9(y))(9(y) — 9(30))

et ainsi
9W) —glyw) 1
Y= Yo w(9(y))
Puisque ¢ et g sont continues, on trouve que
— 1 1 1

lim 9) —9(o) _ lim _ — _

ySw Y = Yo v=w (g(y))  e(g(wo))  f(9(vo))
C’est-a-dire, g est différentiable en yo et ¢'(yo) = m. ]

Le Théoreéme 7.24 implique donc que la fonction logarithmique est différentiable et que
1 1 1

W) = o)~ sG] b

Résumons cette discussion dans le résultat suivant.

1. Cest-a-dire, I = (a,b), [ = (—00,b), I = (a,00), ou I =R, pour a,b € R.
2. Cest-a-dire, g(f(x)) = x pour tout = € I et f(g(y)) =y pour tout y € J.
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Théoréme 7.25. La fonction exponentielle exp : R — R posséde une fonction inverse
In: (0,00) — R. De plus,

In'(s) =
pour tout x € (0,00) et
In(zy) = In(x) + In(y) (7.10)

pour tous x,y € (0,00).

Démonstration. 11 reste seulement a établir (7.10). Soient x,y € (0,00). Posons u = In(x)
et v == In(y). Par le Théoréme 7.22, on a exp(u + v) = exp(u) exp(v) = zy donc In(xy) =
In(exp(u +v)) = u+v = In(z) + In(y). O

Par (7.10) et un argument de récurrence, on déduit que
In(z") =nlnzx
pour tout x > 0 et n € N. Plus généralement, on peut voir que
In(z") =rlnz, pour toutr € Q etz >0, (7.11)

(Exercice (7.13)).
On peut maintenant établir le lien entre la fonction exponentielle et le nombre d’Euler.

Théoréme 7.26. La fonction exponentielle satisfait
exp(xz) =€, pour tout z € Q, (7.12)
ot e = lim,,_, (1 + %)n est le nombre d’FEuler défini a la section 2.4.

Démonstration. Montrons d’abord que exp(1) = e. Notons que

n—o0 n—o0 n—oo

e = lim (1 - %)" = lim exp(In((1 + 1)")) = lim exp (nIn(1 4 1)).

Puisque la fonction exp est continue, il suffit de montrer que lim, o, nIn(1 + %) = 1. Cela
découle de la régle de 'Hopital (Théoréme 5.24), puisque

In(1 1/(1
lim —n( +2) = lim —/( +2) =
z—0 X x—0 1

On a donc que e = exp(1). Maintenant, en appliquant le Théoréme 7.22 n fois, on obtient
que
exp(nzx) = exp(x)" (7.13)

pour tout = € R et n € N. En particulier, pour x = 1/n, on a que
e =exp(l) =exp(n-1/n) =exp(1l/n)"

pour tout n € N. Il s’ensuit que
exp(1/n) = /™

pour tout n € N. On a aussi exp(—m) = 1/exp(m) = 1/e™ = e™™ pour tout m € N. On
conclut alors que pour tout ™ € Q, ot m € Z et n € N, on a que

exp(m/n) = exp(1/n)™ = (eV/")™ = ™/, O
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On peut maintenant établir la définition suivante.

Définition 7.27. Soit a > 0 et b € R. La puissance b de a est le nombre
a’ == exp(bln(a)).

Cette définition coincide avec la notion de puissance usuelle mentionnée dans le premier
paragraphe de cette section, c’est-a-dire, a™/™ = (a'/™)™, o a'/™ est la n-iéme racine de
a. En effet, par (7.11), on a que a™/™ = exp(In(a™")) = exp(Z1In(a)). De plus, on peut
maintenant étendre 'identité (7.12) pour tous les nombres réels :

exp(z) = e, pour tout z € R.

En effet, e* == exp(zIn(e)) = exp(zIn(exp(1))) = exp(z - 1) = exp(z). On peut aussi voir
que la puissance satisfait les propriétés arithmétiques habituelles, telles que a® % = ab1ab2,
(ara2)® = aba, etc (Exercices (7.16) et (7.17)). Finalement, on peut démontrer que sur
I'intervalle (0, 00) la dérivée se calcule par

d

b b—1
—z’ =bx
dx

pour tout b € R (Exercice (7.15)).

7.4 Irrationalité du nombre d’Euler

Voyant maintenant une application intéressante de la section précedente : nous allons
démontrer que le nombre d’Euler
1 n
e = lim (1 + —)
n—o0 n

introduit a la Section 2.4 est irrationnel.

Pour y arriver, commengons par appliquer le théoréme de Taylor (Théoréme 5.30) a la
fonction exponentielle exp(z) = e”. Puisque exp/(z) = exp(z) pour tout z, par récurrence,
exp® (z) = exp(x) pour tout z € R et k € N. 1l s’ensuit que exp®(0) = 1 pour tout k € N.
Ainsi, le polynéme de Taylor d’ordre n de exp centré au point o = 0 est donné par

2 n
r x
P"(x):1+ﬁ+§+”'+ﬁ'
Le théoréme de Taylor (Théoréme 5.30) implique alors que pour tout > 0 et n € N, il
existe un point ¢, € (0,z) tel que

T x? "

LT e
1 2l nl ' (n+ 1)

n+1
ef =1+

En particulier, en posant x = 1, on a que pour tout n € N, il existe ¢, € (0,1) tel que

Iyt -
e — J— J— .o J— = —
12 n') ~ (n+1)
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Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante et son image est (0,00), on a
0 <er < el =e, et donc

11 1 e
O<e—|(l14+=+=+ " F+—= | < — 7.14
¢ ('+u+2ﬁ‘ +nJ (nt 1) (7.14)

pour tout n € N.

Proposition 7.28. Le nombre d’FEuler satisfait
2<e< 3.

En particulier, e n’est pas un entier.

Démonstration. En appliquant (7.14) avec n = 2, on obtient

™

1
O<e—[(1+1+-=-) <=
e <—i— +2> 6’

ce qui se simplifie a 2 4 % <e<3. O
Théoréme 7.29. Le nombre d’Euler e est irrationnel.

Démonstration. Supposons, par contradiction que e = ™, ot m,n € N. Puisque e n’est pas
un entier, on a n > 2. Par (7.14) et puisque e < 3, on a que

nl nl  nl n! nle e e
O<nle—|—=—4+—4+—4+ - +— ] < = < - < 1. 7.15
e (0!+11+2!+ +n!) M+ nt1>3 (7.15)

Le nombre nle = n!™ = (n — 1)lm est un entier et donc N :==nle — (& + 4 + &5 +--- + &)

n!

est aussi un entier. Par contre, (7.15) montre que 0 < N < 1, ce qui est une contradiction. [J

7.5 La fonction gamma

La fonction gamma est une fonction importante qui apparait a de nombreux endroits en
mathématiques, tels qu’en probabilité, en statistique, et méme en théorie des nombres et en
combinatoire. Comme nous le verrons dans cette section, cette fonction est intimement reliée
au concept de factorielles des nombres entiers. Sa définition est la suivante.

Définition 7.30. La fonction gamma est la fonction
I':(0,00) — R, I'(x) :/ t" e tdt. (7.16)
0

Remarquons que cette définition est incompléte pour l'instant, car I'intégrale est impropre
et I'on doit donc montrer sa convergence (Section 6.9). En effet, la borne supérieure est
I'infini, et la fonction ¢ — t*~te~! n’est potentiellement pas définie & la borne inférieure ¢t = 0
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car t*~le7t = t‘i: est une division par zéro lorsque 0 < x < 1 et t = 0. L’intégrale impropre

(7.16) est donc composée de deux limites

00 1 B

/ t"le7tdt = lim [ " e 7'dt+ lim [ t" e 'dt, (7.17)
0 a—0+ /,, B—oo Jq

et 'on doit montrer que chacune d’elles existe. Il n’est pas possible de calculer directement

ces limites, alors on doit se restreindre a des théorémes d’existence. Le prochain résultat, qui

est 'analogue du théoréme de convergence monotone (Théoréme 2.25) pour les fonctions,

sera suffisant.

Théoréme 7.31 (Théoréme de convergence monotone pour les fonctions). Soit f : (a,b) —
R une fonction monotone et bornée, ot a € RU{—oo} et b € RU{oo}. Alors lim,_,, f(x)
et lim,_;, f(x) existent.

Démonstration. Supposons que f est croissante et que b < co. Montrons que lim,_,;, f(z) =
L,ou L =sup{f(z):z € (a,b)}. Les autres cas sont semblables et sont laissés en exercice
(voir Exercice (7.22)). Soit € > 0. On a donc que L — e < sup{f(z) : « € (a,b)}. Puisque le
supremum d’un ensemble est sa plus petite borne supérieure, cela implique que L — ¢ n’est
pas une borne supérieure de {f(z) : € (a,b)}. C’est-a-dire, il existe un nombre z( € (a,b)
tel que L —e < f(z). Puisque f est croissante, on a que L —e < f(xg) < f(r) < L < L+¢
pour tout = € (z,b), c’est-a~dire, |f(x) — L| < € pour tout = € (xq,b). Soit & > 0 tel que
d < b— xy. Alors, pour tout x € (a,b) tel que |z —b| < J, on a que g < b—0 <z < b donc
|f(z) — L| <e. O

On peut maintenant montrer que I'intégrale définissant la fonction gamma est finie.

Théoréme 7.32. Pour tout x € (0,00), la fonction f, : (0,00) = R, f.(t) = t*le™" est
intégrable. Ainsi, la fonction gamma (7.16) est bien définie.

Démonstration. On doit montrer que les deux limites dans (7.17) existent. Commengons par
la premicre. Si x > 1, alors f,(t) = t*"'e™" est continue en tout ¢ € [0,1], donc l'intégrale
fol t*le~'dt existe (Théoréme 6.11) et la limite existe aussi (Proposition 6.44). On peut
alors supposer que 0 < z < 1. Puisque t*“te™* > 0 pour tout ¢t € (0, 1], la fonction o >
f(j t*~le~tdt est décroissante : en effet, si oy < ay alors

1 1 a2
/ t*lemtdt — / e tdt = / t*te7tdt > 0
o1 a2 aq

par le Théoréme 6.29 et la Proposition 6.30. De plus, pour ¢ € [0,1] on a que e~ < 1, donc

1 1 t:):
/t“etdtg/ =t = —
(03 [0 I

par la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (Théo-

R L

€T i

«

réme 6.32). Il s’ensuit que la fonction a fal t*"le~'dt est monotone et bornée sur (0,1).
Par le théoréme de convergence monotone pour les fonctions (Théoréme 7.31), la limite

limg_y04 f; t*~le~tdt existe.
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Montrons maintenant que la deuxiéme limite dans (7.17) existe. Puisque t*~le™* > 0

pour tout t € [1,00), la fonction f +— ff t*~le~tdt est croissante. Il suffit alors de montrer
qu’elle est aussi bornée. Montrons qu'il existe ¢, > 1 tel que t* " le™t < t% pour tout t > t,.
Cela est équivalent & montrer que e! > t**! pour tout t > t,. Soit n € N tel que n > x + 1.
Alors, par (7.8), on a que

t t2 tn+1 thrl
e>14+—+=+-+ > :
S TR (n+1) = (n+1)!

Il s’ensuit que si t > to = (n + 1)!, alors t"™! > ¢"(n + 1)! donc €' > s > g+l Op

t
(n+1)! =
a alors que
B to B
/ t" e tdt = / t"teTtdt + / t" e tdt
1 1 to

B dt
< / t*te7tdt + —
t2
1 t

0

to

to 1 1
/ t*letdt + — — =

to

1 to B
x—1 _—t 1
t* et dt + —.
1 to

La fonction § — ff t*~le~tdt est donc croissante et bornée, et donc la limite limg_, oo ff t*—te~tdt
existe. O

IN

La propriété fondamentale de la fonction gamma est la suivante.

Théoréme 7.33. La fonction gamma satisfait

['(z+1) =al'(z) (7.18)
pour tout x € (0,00) et
I(1) =1
En particulier,
Fn+1)=n!

pour tout n € N.

Démonstration. Nous allons établir (7.18) a 'aide de l'intégration par partie (Théoréme
6.37). Soit u(t) = t* et v(t) = —e~*. Alors

Mo +1) = / Tt ()t

1 B
= lim u(t)v'(t)dt + ﬂlim w(t)v'(t)dt.
—00

a—0+ a 1
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Pour la premiére limite, on trouve que

1

lim u(t)v'(t)dt = lim (u(l)v(l) — u(a)v(a) —/ u’(t)v(t)dt)

a—0+ a a—0+ a

1
=u(l)v(l) + lim a:/ t" e tdt

a—0+

«

car lim, o4 u(a)v(a) = lim,— 04 —a®e™® = 0. De méme,

B

B
lim w(t)v'(t)dt = lim (u(ﬁ)v(ﬁ) —u(1l)v(1) —/1 u/(t)v(t)dt)

B—o0 1 B—o0

B
= —u(1l)v(l) + lim 95/ t" e tdt
1

B—r00

car limg_, u(B)v(B) = limg_,o —%? = 0 (Exercice (7.14)). Il s’ensuit que

1 B
Iz +1)= lim x/ t"te7tdt + lim x/ t" e tdt = 2T (z).
a 1

a—0+ B—ro0
De plus,
00 B
1) = / e 'dt = lim etdt = lim (1 —e™”) = 1.
0

B—oo J B—o0
Il s’ensuit que I'(2) = 1-T'(1), ') =2 -T'(2) =2 -1, T(4) =3-T(3) =3-2-1, et par
récurrence, I'(n+1)=n-(n—1)-----3-2-1=nl O

7.6 Une limite intéressante

Au Club Math du 7 novembre 2024, I’étudiante Cloé Allard a donné une présentation
formidable sur I’énigme suivante, appelée énigme des cent prisonniers.

Cent prisonniers, numérotés de 1 & 100, sont dans une salle ou ils peuvent se parler. Il y
a une autre salle avec cent boites numérotées de 1 a 100. Chaque boite contient un nombre
au hasard entre 1 et 100 de sorte que chaque nombre apparait exactement une fois dans une
des boites. A tour de role, chaque prisonnier entre dans la salle et & droit d’ouvrir 50 boites
de son choix. S’il trouve dans une de ces 50 boites son propre numéro, il gagne et quitte la
piéce vers sa cellule sans parler & personne. Sinon, il perd et quitte aussi vers sa cellule sans
parler a personne. Le gardien referme bien les boites aprés chaque passage, gardant les mémes
numéros aux mémes endroits, de sorte que tous les prisonniers font face a la méme situation.
Le gardien leur dit que si tout le monde gagne, ils seront tous libérés, mais que si un seul
d’entre eux perd, ils seront tous condamnés a la prison & vie. Si tout le monde ouvre des
boites au hasard, la probabilité de succés est 21% ~ (0.0000000000000000000000000000008,
ce qui est négligeable. La question est s’il existe une meilleure stratégie.

La réponse, qui est surprenente, est qu’il existe bel et bien une stratégie largement plus
favorable pour les prisionners, ou la probabilité de succes est

100
1— Z o~ 0.31183.

k=51

145



L’explication a été donnée lors du Club Math, et nous ne la répéterons pas ici. Il s’agit d’une
remarquable application de la théorie des groupes.

Plus généralement, comme I’a expliqué Cloé, si la prison contient 2n prisonniers, la méme
stratégie donne une probabilité de succes de

Ce qui est d’autant plus remarquable est que, contrairement & la stratégie aléatoire, ou la
probabilité 22% tend vers 0 quand le nombre de prisonniers tend vers l'infini, ce n’est pas le
cas pour cette stratégie. En effet, on a que

2n
. 1
iﬂi(l_ }: E)-—l—an (7.19)

k=n+1

ce qui est approximativement 0.30685. De plus, la suite (1 — i’in 41 %);’f’:l est décroissante,

donc chaque terme est supérieur & 1 —In 2. Cloé nous a donné une intuition pour ces derniers
faits a ’aide des sommes de Riemann, et le but de cette section est de rendre cet argument
rigoureux, ce qui est une merveilleuse application des concepts vus en classe jusqu’ici.

2n l)oo

Théoréme 7.34. La suite (D", 4 7)oz est croissante et sa limite est

2n

) 1
nhj& Z L= In 2. (7.20)
k=n+1

Démonstration. Pour voir que la suite est croissante, il suffit d’observer que

Flan = | 1 1
k§2g_k;1%_2n+2+2n+1_n+1
12 1 1
T n+1 241 n+1
1 1/2
T 2+1 n+1
B 1
S (2n+1)(2n+2)
> 0.

Montrons (7.20). Puisque In'(z) = 1, la deuxiéme partie du théoréme fondamental du calcul
différentiel et intégral (Théoréme 6.32) implique que
> dw

1 X

In2 =

Montrons que (7.20) est une limite de sommes de Riemann inférieures de cette intégrale. Soit
1
f:[aub]—>Ra f([[‘):E,
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oua=1etb=2. Donc fabf(x)dx = In2. Considérons la partition P, = {xg,z1,.

Part[a,b} , Ol
1
xizzl*__a
n

pour tout ¢ =0,1,2,...,n. Alors,

S(f, Pn) = Zmz‘(ﬂ Po) (i — i)

:Zinf{%::ce[1+%,1+%’]}((1+%)_<1+g))
11
:Zl+£ﬁ

i=1

n

1
:Zn+i

=1

2n 1
-y

k=n+1

De plus, puisque f est décroissante, on a que (voir Exercice (6.2)),

S(f,P) — S(f.P) = (f(a) — fo)° =% = L.

n 2n

Il s’ensuit que

c’est-a-dire,

2n
1
In2 > —>n2—- —.
n Z n?2 o
k=n+1

Par le théoréme du sandwich (Théoréme 2.10), on obtient (7.20).

147

c Tp} €



7.7 Exercices

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

Montrer que la suite de fonctions (f,,)°; définies par

fo R— R, fo(z) =~
n
ne converge pas uniformément.
Soit
T
R—R, folr)=— .
J fn(2) 1 + na?

Est-ce que la suite (f,,)22, converge uniformément ? (Indice : Trouver le maximum
et le minimum.)
Soit

o 0,5] — R, fu(z) =nsin(%).

Montrer que la suite (f,)2; converge uniformément vers la fonction
£ 0,5 R @)=

(Indice : Utiliser ’'Exemple 5.21.)

Soit f : R — R une fonction uniformément continue et soit f,(z) = f(z + 2).
Montrer que la suite (f,,)52; converge uniformément vers f.

Soient (f,,)5%; et (gn)5%; des suites de fonctions sur un domaine D qui convergent
uniformément vers des fonctions f, g : D — R. Montrer que (f,, + gn)5>, converge
uniformément vers f + g.

Soit (f,)22, une suite de fonctions bornées f,, : D — R qui converge uniformément
vers une fonction f : D — R. Montrer que la suite de nombres réels (|| f,||)52; est
bornée. (Indice : Utiliser la Proposition 7.7.)

Soient (f,,)5, et (g,)5, des suites de fonctions bornées sur un domaine D qui
convergent uniformément vers des fonctions f, g : D — R. Montrer que (f,9,)2,
converge uniformément vers fg. (Indice : | fn(2)gn(x) — f(2)g(z)| = | fu(z)(gn(z) —
9(x)) + (fulz) = f(2))g(2)]. Utiliser (7.6).)

Soit ()%, la suite définie par f, : [0,7/2] = R, f,(z) = (sinz)™. Montrer que la
suite (f))>2, ne converge pas uniformément. (Indice : Faire une preuve par contra-
diction en utilisant le Théoréme 7.16).

Calculer

) 5 2n+sinz
lim ————dx.
n—oo |1 3n 4+ (cosx)?

Montrer que
T sinnx

lim dx = 0,
n—oo a nr

pour tout 0 < a < 7.

148



(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)
(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)
(7.19)
(7.20)
(7.21)

(7.22)

Soit f : R — R une fonction différentiable telle que f'(x) = af(z) pour tout x € R,
ot a # 0 est une constante. Montrer qu’il existe b € R tel que f(x) = be™ pour
tout = € R.

Soit f : R — R une fonction non nulle et différentiable telle que f(z+y) = f(x)f(y)
pour tous z,y € R. Montrer que f(z) = e pour une constante a € R.

Montrer que In(z") = rlnz pour tout r € Q et z > 0, ou 2" est définit comme
dans le premier paragraphe de la Section 7.3. C’est-a-dire, z™/™ = (3:1/ ™)™ ou
x'/" est Punique n-iéme racine de x, a™ = a-a - --- - a (m-fois) pour m € N et
a™=(1/a)-(1/a)-----(1/a) (m-fois) pour m € N.
Montrer que lim,_,., ¢ = 0 pour tout b € R et tout a > 0.
Soit b € Ret f:(0,00) — R, f(z) = 2°. Montrer que f’(z) = bz’ pour tout
z € (0,00).
Soient z,y € (0,00) et b € R. Montrer que

(a) 1°=1

(b) 2t >0

(©) (ay)® = aty?

(d) (z/y)’ =2"/y".
Soient b,c € R et z € (0,00). Montrer que

(a) ab+e = gbae

(b) (ab)e = ate

(c) 270 =1/2"

(d) sib<cetx>1alors 2’ < ¢

(e) sib<cetx<1alors 2’ > a°.

Montrer que lim,_(1 + x)/*

=e.
Montrer que lim,, (1 + %)n = e” pour tout x € R.
Montrer que 2.7 < e < 2.8.

Soient f, g : [a,00) — R deux fonctions continues. Supposons que g est intégrable
(c’est-a~dire l'intégrale impropre faoo g(z)dzr existe et est finie) et qu’il existe un
nombre xy € [a,00) tel que 0 < f(x) < g(z) pour tout & > xy. Montrer que f est
intégrable.

Soit f : (—oo,a) — R une fonction croissante et bornée. Montrer que la limite
lim, , o f(x) existe.
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Chapitre 8

Séries de fonctions

Ce chapitre présente une généralisation de la notion de séries vue au Chapitre 3, ou
les termes d’une série » | f,, sont maintenant des fonctions. En voyant ces séries comme
des limites de sommes partielles, les résultats du Chapitre 7 sur les suites de fonctions
impliquent des résultats analogues pour les séries de fonctions. Par exemple, nous verrons
comment interchanger une série avec une intégrale. Le chapitre poursuivra sur deux classes
importantes de séries de fonctions, soit les séries de puissances et les séries de Fourier.

8.1 Séries de fonctions

Définition 8.1. Une série de fonctions est une expression de la forme

> fa
n=1

o (f,)22, est une suite de fonctions f, : D — R. La suite des sommes partielles est la
suite de fonctions (s,)32 , définie par

Sp:D— R, s,(zx)= Xn:fk(x)
k=1

On dit que la série de fonctions Y °, f, converge ponctuellement vers une fonction

f D — Rsi(s,)22, converge ponctuellement vers f au sens de la Définition 7.1. De
A . , . o0 . » . 00
méme, on dit que la série ) | f, converge uniformément vers f si (s,);>; converge

uniformément vers f au sens de la Définition 7.5.

La plupart des propriétés de la convergence uniforme des suites de fonctions se géné-
ralisent immeédiatement & la convergence uniforme des séries de fonctions. Par exemple, la
continuité d’une limite uniforme (Théoréme 7.11), la compatibilité avec I'intégrale (Théoréme
7.13), et la compatibilité avec la dérivée (Théoréme 7.16), ont des analogues pour les séries
de fonctions. On ne démontre que la premiére de ces trois propriétés, car les démonstrations
sont de simples applications des théorémes correspondants sur les suites de fonctions.
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Théoréme 8.2. Soit Y 7 | f, une série de fonctions continues qui converge uniformément
vers une fonction f. Alors, f est continue.

Démonstration. Puisqu'une somme de fonctions continues est continue (Théoréme 4.25(a)),
les sommes partielles s, = > ,_, f sont continues. Par la définition de la convergence uni-
forme de Y7, f, vers f, la suite (s,)72, converge uniformément vers f. Puisque chaque s,
est continue et que (s,)32; converge uniformément vers f, la fonction f est aussi continue
(Théoréme 7.11). O

Théoréme 8.3. Soit Y7 | f, une série de fonctions continues f, : [a,b] — R qui converge

uniformément. Alors,
00 b b oo
n=1v% @ n=1

Démonstration. La fonction f = Y > f, est continue par le Théoréme 8.2, et donc inté-
grable (Théoréme 6.11). Soit (s,)22, la suite des sommes partielles, s, = Y ;_, fn. Chaque
s, est continue, et (s,)2%; converge uniformément vers f, donc par le Théoréme 7.13,

lim bsn(t)dt - / b f(t)dt.

n—oo a
Or,
. b . b n ' n b 00 b
lm | su(t)dt = lim | ;fk(t)dt lim ; / Fr(t)dt ; / fr(t)dt
par 6.25. n

Théoréme 8.4. Soit >~ f, une série de fonctions sur un segment [a,b] qui converge
ponctuellement vers une fonction f : [a,b] — R. Si chaque fonction f, est différentiable, la

dérivée f) est continue, ety -, fi, converge uniformément sur [a,b], alors f est différentiable
! o0 ! ) N .
et f'=>% "1, c’est-a-dire

Démonstration. La suite des sommes partielles (s,)0%, de > 7 | f, converge ponctuellement
vers f. Puisque (s),)7°; est la suite des sommes partielles de la série Y, fr(z) et que

n=1

(s!,)9°, converge uniformément sur [a, b, le résultat découle du Théoréme 7.16. O

Le prochain résultat est un outil indispensable pour démontrer la convergence uniforme
de séries de fonctions.

Théoréme 8.5 (Critére de Weierstrass). Soit Y | f, une série de fonctions f, : D — R.
S’il existe une série convergente Y | a, (au sens du Chapitre 3) et un entier N € N tels
que

\fu(2)| < a, pourtout x € D et tout n > N, (8.1)

alors Y| fn converge uniformément.
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Démonstration. Montrons que la suite (s,,)22 ; des sommes partielles converge uniformément
a l'aide du critére de Cauchy pour la convergence uniforme (Théoréme 7.10). Par le critére
de Cauchy pour les séries (Théoréme 3.7), il existe M > N tel que

m

>

k=n+1

<e, pour tous m >n > M.

Il s’ensuit que pour tous m >n > M et tout x € D, on a que

S @< Y @l < Y a<e

k=n+1 k=n+1 k=n+1

|sm(%) = sn(2)| =

Par le critére de Cauchy pour la convergence uniforme (Théoréme 7.10), (s,)5°, converge
uniformément. ]

Exemple 8.6. Montrer que

f(z) = Z sinqi?;,x)

est une fonction continue sur R.

1

< # pour tout € R et tout n € N. Puisque > >~ ~3 converge

Solution. On a Smr(b—;m)

sin(nx)
n2

(Exemple 3.12), on conclut par le critére de Weierstrass (Théoréme 8.5) que » -,
converge uniformément sur R. Puisque chaque fonction Smr(L—;w) est continue, la fonction f est

continue par le Théoréme 8.2. O
Le prochain résultat sera utile pour ’exemple suivant.

Lemme 8.7. Soit >~ (—1)"a, une série alternée, c’est-a-dire, (a,)32 est décroissante et
lim, o0 an = 0. Alors, | > 07 (—1)"a,| < ay.

Démonstration. Cela découle directement de la démonstration du Théoréme 3.16 qui montre
que s; < Zzozl(—l)kak < 89. Puisque s; = —ay et s = —a; + as < 0 < ay, cela implique
que | >0 (=1D)kay| < ay. O

Exemple 8.8. Montrer que

i":(—m_l L 1 1.1 1 o
o+l 3 5 7 9 1 4

Solution. L’astuce est de montrer que arctant = >~ % pour tout t € [—1,1] et

d’évaluer cette identité a ¢t = 1. Pour ce faire, notons que la fonction

sin(z)

tan: (—7/2,7/2) — R, tan(z) = cos(z)

152



satisfait

o () — sin’(x) cos(z) —QSin(x) cos'(z) _ cos® —I;sinQ.a: _ 12 -0
cos? x cos? cos? x
pour tout x € (—m/2,7/2). Puisque lim, , .54 tan(xz) = —oo et lim, /o tan(z) = oo,

I'image de la fonction tan sur (—7/2,7/2) est R. Par le Théoréme 7.24, il existe une fonction
inverse, notée
arctan : R — R.

De plus,

1 ) 1 1
= cos(arctan(x))* = = :
1 + tan(arctan(z))? 1+ a2

arctan’(z) =
() tan’(arctan(x))

ol l'on a utilisé 'identité tan(y)? + 1 = —— qui découle de sin(y)?* + cos(y)? = 1. Puisque

cos( )
arctan 0 = 0, il s’ensuit que

bodx
= arctant 8.2
/0 [ 2 = arctan (8.2)

pour tout ¢t € (—7/2,7/2). Par la série géométrique

oo
E r't =
n=

avec r = —x2, on trouve que
(o.9)

1+x2 Z n2n

n=0

pour tout x € (—1,1). De plus, par le critére de Weierstrass, la série converge uniformément
sur [—a, a) pour tout 0 < a < 1, car |(—1)"z*"| < a®" pour © € [—a,a] et Y o7 a® = =
converge. Par le Théoréme 8.3, pour tout t € (—1, 1),

2 St t ) o (_1)nt2n+1
arctant:/o 22 / dx:Z(—l) /Ox da::;W. (8.3)

n=0

On aimerait évaluer cette expression & ¢ = 1, mais nous n’avons pas encore démontré la
convergence en t = 1. Pour ce faire, montrons que la série au coté droit de (8.3) converge
uniformément sur [—1,1]. Soit (s,)22, la suite des sommes partielles de cette série de fonc-
tions. Pour tout ¢t € [—1,1], la série f(t) = >~ (_g):ffﬂ satisfait au critére des séries
alternées et donc converge (Théoréme 3.16). Ainsi, pour tout ¢t € [—1,1] et tout n € N,

e ( 1)kt2k+1

Z 2k+1

k=n+1

‘t|2n+3 1

[sn(t) = (1) =

—2m+3 " 2n+3’

oll nous avons utilisé le Lemme 8.7 pour la premiére inégalité. On a donc que |[|s, — f| < 2n1+3
et puisque lim, o0 5 — = 0, on a que (s,)p2; converge uniformément vers f sur [-1,1]. En

particulier, f est continue sur [—1, 1] (Théoréme 8.2). On a donc que les fonction arctant et
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(71)nt2n+1

f(t) =020 57— sont continues sur [—1,1] et arctant = f(t) pour tout ¢ € (—1,1). Il
s’ensuit que

o0
T (—=1)"
1= =arctanl = 11£r% arctant = hmf 2% o

n—=

ce qu’il fallait démontrer. O

8.2 La fonction de Weierstrass

On sait qu’une fonction différentiable en un point x est continue en ce point (Proposition
5.6). Il en découle qu'une fonction n’est pas différentiable en ses points de discontinuité. Par
exemple, la fonction

1 sizeQ
0 siz¢Q

n’est différentiable nulle part, car elle est discontinue partout. En revanche, il est possible
qu'une fonction f soit continue en un point zy, mais pas différentiable en ce point. Par
exemple, la fonction f(x) = |z| est continue en xy = 0, mais pas différentiable en ce point
(Exemple 5.7). (La fonction f(z) = |z| est toutefois différentiable en tout autre point.) Il est
ainsi facile de construire des exemples de fonctions continues qui ne sont pas différentiables
en un nombre fini de points. Il est alors naturel de se demander s’il existe une fonction
continue qui n’est différentiable nulle part. En 1872, le mathématicien Karl Weierstrass a
étonné la communauté mathématique en introduisant une telle fonction. Voyons comment il
s’y est pris.

[ R—R, f(x):{

Définition 8.9. La fonction de Weierstrass est la fonction f : R — R définie par la série

flz) = Z cos(12(7)1”7rx)‘

n=1
Cette série de fonctions converge uniformément sur R par le critére de Weierstrass (Théo-

cos(10™7mx)

o converge (Exemple 3.2). Du

<5 L et la série géométrique Z

plus, puisque chaque fonction f,(x) = w est continue, on a que f est continue (Théo-

réme 8.3). Son graphe ressemble a la figure suivante.

réme 8.5), car .
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0.5

l | | | |
” .5” ” 04 ” 06 l‘ li ) H 1.0

-0.51

Notons que le Théoréme 8.4 sur la différentiabilité des séries de fonctions ne s’applique
pas a cette série. En effet,
10"7 sin(10"7z)

fr(z) =— o = —5"msin(10"7x),

2t e o] / _ o n : n : 2 n : n
etlasérie) | fi(x) =), —5"msin(10"7z) ne converge pas uniformément, car —5"7 sin(10"7rx)
ne converge pas vers (. Cela ne veut pas immédiatement dire que f n’est pas différentiable,
car le Théoréeme 8.4 donne une condition suffisante, mais pas nécessaire a la différentiabilité
de la série. Nous avons toutefois le résultat remarquable suivant.

Théoréme 8.10. La fonction de Weierstrass est continue partout, mais différentiable nulle
part.

Démonstration. Nous avons déja montré que f est continue. Pour montrer que f n’est pas
différentiable en tout point xy € R, rappelons que la dérivée f'(x) est la limite

1o @) = flw)

T—T0 T — X

Si cette limite existe, alors par le critére séquentiel de la limite (Théoréme 4.10), pour toute
suite (a,)%2, telle que lim, . a, = x¢, la limite

oo L) = fwo)

n—oo a,n — :L'O

(8.4)

existe. Il suffit alors de trouver une suite (a,)32; qui converge vers z, telle que la limite (8.4)

n’existe pas. Ecrivons z en notation décimale par © = dy.didads . . ., ou d; € Z pour tout i
et 0 <d; <9pouri>1 Clestadire, z =) ., ld—(fi- Soit
n
d;
b, = do.didy . ..d, = —
n 0-w1U2 n o 102
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et soit
1

¢ T 1o

Les suites (b,)°, et (c,)>2, satisfont ainsi

b, <x9g<¢, et limb,=x= lim c,.
n—oo n—oo

Tentons de simplifier I'expression

> COS k'ﬂ-

Si k > n, alors
10%b,, Z 10¥~7q,
est un entier pair, car k — ¢ > 1 pour tout ¢ = 0, 1,...,n. Ainsi,
cos(10fwb,) =1, pour k > n (8.5)
Si k = n, alors 10"b, = d, + >\, 107 id;, ot la somme est un entier pair. Il s’ensuit que
cos(10%7b,) = (—1)™,  pour k = n. (8.6)
Par (8.5) et (8.6), on a

n—1

— (10*7b,) (- <1
ZCOS - S (8.7)
=1 k=n

De méme, cos(10fwc,) = cos(10%ra, + 10¥"7) = 1 pour tout k > n et cos(10"7c,) =
cos(10"ra, + 7) = —(—1)%. Ainsi,

,_.

n—

cos(10%7h n) (—1)dn =1

flen) = o T D o (8:8)
k=1 k=n+1
Par (8.7) et (8.8), on trouve
n—1
cos(10*wh,,) — cos(10F7b,, (—1)dn
f(bn) = flen) = ( ok ( ) + on—1 °
k=1

Par I'inégalité du triangle, on a

n—1
cos(10%7h,,) — cos(10%7b,)|
< 1f(be) — ()] + Y L) o0

1 [(=1)
2n—1 - 2n—1

k=1
Puisque cos est lipschitzienne de constante 1 (voir Section 4.6), on a que

5k
=5%7|b, — cu| = 1—7T

| cos(10¥7h,,) — cos(10%me,)| < |10%7h,, — 10%7c,,|
o’

2k - 2k
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Ainsi, par le Théoréme 2.33,

,_n
—_

~— | cos(10¥mh,,) — cos(10¥b,,)| < — o smhrt—1 < S'ml om
2k - 11n_10n 5—1 — 104  2on+2’

B
I
i

1

En revenant a (8.9), on trouve alors que

1 7r 1 T 1
_ > - =—(2-=) >3
|f(bn) f(cn)| = on-1 9n+2 on <2 4> > on’

car m < 4. Ainsi, par I'inégalité du triangle,

o < LF(b) = F(ea)] < 1£00) = Fao)| + | (zo) — F(ea)]

pour tout n. Il s’ensuit que pour chaque entier n € N, au moins une des deux inégalités

70) = @) > ooy ou [flen) — Flao)] > gy

est valide. Posons a,, = b ou ¢, de sorte que |f(a,) — f(z0)| > i pour tout n. On a que
la, — zo| < |by — ¢u| < 557, donce lim,, o a,, = o. De plus,

0n7
o) = )| _ Vlow) = sGa], 12" _ 5
n — Lo lan, —xo|  — 1/10 27
La suite ((“;)figgc(])) °, n'est donc pas bornée et, par conséquent, la limite (8.4) n’existe
pas. ]

8.3 Séries de puissances

Une des plus importante famille de séries de fonctions est la suivante.
Définition 8.11. Une série de puissances est une série de fonctions (Définition 8.1) de

la forme
o0
E an(x — x)",

n=0

ou a, € Ret zyg € R.

Pour simplifier la notation, nous allons considérer dans cette section le cas ou xy = 0,
c’est-a-dire, les séries de puissances de la forme

oo
= g a,x"
n=0

On peut toujours se rammener a ce cas par une translation x — x + x(y sans changer les
propriétés de convergence, de continuité, etc.
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Exemple 8.12. La série géométrique est la série de puissances

f(x) = Z ax"

ot a € R. Elle converge ponctuellement vers %= pour tout x € (—1,1) (Exemple 3.2).
Exemple 8.13. La série exponentielle est la série de puissances

o0 n

x
PR
n=0
Par la Section 7.3, elle converge ponctuellement vers la fonction exponentielle, c¢’est-a-dire,
> ..n
x
e’ =exp(x) = Z ol
n=0
pour tout =z € R.
Soit f(xz) = Y .7 an,xz™ une série de puissances. Notre premiére téche est d’étudier
'ensemble des points ou la série converge. Il est clair que f(z) converge en = = 0, car
f(0)=ag+a;-0+ay-0%+--- = ag. Certaines séries, comme Z;O:o mﬂ—’: convergent pour tout

x € R (Exemple 8.13), alors que d’autres, comme la suivante, convergent seulement pour
xz=0.

Exemple 8.14. Montrons que la série ) . nlz" converge si et seulement si z = 0. Soit
x # 0. Il suffit de montrer que la suite (n!z™)32, ne converge pas vers 0 (Théoréme 3.4). Soit

N € N tel que N > 1/|z|. Alors, pour tout n > N on a que & = (N + 1)(N +2)---n >
NN=n > W’ donc |nlz™| > |NlzN|. Puisque |N'zV| > 0, il s’ensuit que (n!lz™)%, ne

converge pas vers (.

Lemme 8.15. Soit ZZOZO a,x" une série de puissances. Si la série converge en un point xg,
alors elle converge absolument en tout point x € R tel que |x| < |zo|. Si la série diverge en
un point yo, alors elle diverge en tout point x tel que |x| > |yo].

Démonstration. Soit xg tel que Y 7 a,z{ converge et soit x € R tel que |z| < |xo|. La suite
(anxy)se, converge vers 0 (Théoréme 3.4), et est donc bornée (Proposition 2.15). Soit M > 0
tel que |a,zf| < M pour tout n € N. On a

n n

X
SM "y :MT",

|ane”| = [antg]|

on
) 0

ou 7 = [|. Puisque |r| < 1, la série géométrique » 2, Mr™ converge, donc » 77, |a,z"|
converge par le test de comparaison (Théoréme 3.11).

Supposons maintenant que la série diverge au point yo. Soit x € R tel que |x| > |yo|. Si la
série converge au point z, alors elle converge aussi au point yo par le précédent paragraphe,
une contradiction. Donc la série diverge au point x. ]
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Théoréme 8.16. Soit >~ a,z™ une série de puissances. Il existe R > 0 ou R = oo tel
que Y 7 a,x" converge absolument si |x| < R et diverge si |x| > R.

Démonstration. Soit

E={reR:r>0et Z a,r™ converge}.

n=0

On a0 € F, donc E est non vide. Supposons d’abord que E n’est pas borné supérieurement.
Montrons que E = [0,00). Il est clair que £ C [0, 00). Inversement, si x € [0,00), alors,
n’est pas une borne supérieure de F. Donc il existe r € E tel que r > x. Par le Lemme 8.15,
la série converge en x, puisque qu’elle converge en r et x < r. Il s’ensuit que z € E, et donc
E =10,00). Dans ce cas, on peut prendre R = oc.

Supposons maintenant que E est borné supérieurement. Dans ce cas, le supremum R =
sup(FE) existe. Il s’ensuit que si |z| < R, alors |z| n’est pas une borne supérieure de £, donc
il existe r € E tel que |z| < r. Par le Lemme 8.15 la série converge au point z. Soit |z| > R.
Si ), ana™ converge, alors la série > a,r" converge pour tout R < r < |z|, c’est-a-dire,
r € E pour tout R < r < |z|, contredisant que R = sup(E). Donc > ja,z™ diverge. [

Définition 8.17. Le nombre R dans le Théoréme 8.16 est appelé le rayon de convergence
de la série de puissances Y -, a,z".

Remarquons que le rayon de convergence R d’une série >~ a,z" ne détermine pas la
convergence aux bornes +£R de l'intervalle de convergence. Il se peut que la série diverge ou
converge en ces points. Le prochain exemple illustre ce point.

Exemple 8.18. Considérons la série de puissances

Zn—l—lx'

n=0

~—
S

Utilisons le test du rapport (Théoréme 3.13) pour déterminer le rayon de convergence. On a
que

lim |z| = |x|.

novoo | (=1)man/(n+1)
Par le test du rapport, la série converge si |z| < 1 et diverge si |x| > 1. Le rayon de
convergence est alors R = 1. Au point z = —1, la série devient » >, n%l =>, % ce qui
est la série harmonique, et donc diverge (Exemple 3.8). Au point z = 1, la série devient
Yoo (;Jlr)ln Cette derniére satisfait au critére des séries alternées, et est donc convergente
(Théoréme 3.16).

On peut également trouver des séries de puissances qui convergent aux deux bornes

(comme Y >, ﬁ ; Exercice (8.12)) ou a aucune des bornes (comme » 2 x™).

|z] = lim

(=2 (n+2)] . n+41 1+1/n
- n—>001+2/n

La technique utilisée pour trouver le rayon de convergence du dernier exemple se géné-
ralise comme suit.
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Théoréme 8.19. Soit Y~ a,x" une série de puissances. Si la limite

. (079
lim
n—oo

=R

Ant1
existe ou est égale a 0o, alors R est le rayon de convergence.

Démonstration. Supposons que 0 < R < co. On a que

- app ™ "
— = 1111

lim

n—00 |angc"| n—00 |an/an+1| R

]

Par le test du rapport (Théoréme 3.13), la série >~ a,z" converge absolument au point

x si ‘%' < 1 et diverge si BR‘ > 1. Clest-a-dire, la série converge absolument si |z| < R et

diverge si |z| > R, donc, par définition, le rayon de convergence est R. Si R = oo, alors
langiz™ ]
lanzm|

dire, le rayon de convergence est R = oo. Le cas ou R = 0 est laissé en exercice (Exercice
(8.8)). O

lim,, oo 0 < 1 pour tout = € R donc la série converge pour tout x € R. C’est-a-

Exemple 8.20. Le rayon de convergence de la série géométrique Y~ az™ (Exemple 8.12)
est R = 1 car dans ce cas a,, = a pour tout n et donc la limite dans le Théoréme 8.19 est
égale a 1.

o¢] x™

n—0 a1 €St

Exemple 8.21. Le rayon de convergence de la série exponentielle exp(z) = )
R = oo car

1/n! !
1mL: limwz lim n+ 1 = oco.

Théoréme 8.22. Soit Y~ a,x” une série de puissances. Si la limite

lim {/|a,| =L
n—oo

existe ou est égale a oo, alors le rayon de convergence de la série est R = 1/L ou plus
précisément,
0 st L =00
R=<¢ o0 st L =20
1/L si0< L < oo.

Démonstration. Supposons que L < oco. On a que
lim {/|a,z"| = lim |z|1/|a,| = |z|L.
n—oo n—oo
Par le test de la racine (Exercice (3.8)), la série converge absolument si |z|L < 1 et diverge

si |z|L > 1. Il s’ensuit que le rayon de convergence est R=1/Lsi L >0et R =o00si L =0.
Le cas ou L = oo est laissé en exercice (Exercice (8.9)). O
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Exemple 8.23. Trouvons le rayon de convergence de la série de puissances » - 72"z,

On a

241/n _ 2

lim {/|7?"+1| = lim « -,

donc le rayon est R = 1/7%.

2n

Exemple 8.24. Trouver le rayon de convergence de la série >~ Tt

Solution. On a que limrHoo {/1/3™ = 1/3, mais le rayon de convergence n’est pas 3 car 1/3"

est le coefficient de 2" et non de z". En revanche, cela montre que la série Y~ | 4= converge
absolument pour |y| < 3 et diverge pour |y| > 3. Cela implique que >~ 3—: converge si
2% < 3 et diverge si 22 > 3. Il s’ensuit que le rayon de convergence est R = v/3. [

Théoréme 8.25. Soit "~ a,x™ une série de puissances de rayon de convergence R # 0.
Soit a,b € R tels que —R < a < b < R. Alors, > 7 a,x™ converge uniformément sur [a,b).

Démonstration. Soit M € R tel que —R < —M < a < b < M < R (par exemple, M =
max(|al, |b])). Pour tout = € [a,b], on a |a,2"| < |a,|M™. Puisque —R < M < R, on a
que Y > a,M" converge par la définition du rayon de convergence R. Par le critére de
Weierstrass (Théoréme 8.5), > 7 a,z" converge uniformément sur [a, b]. O

Bien que la convergence soit uniforme sur tout segment [a,b] C (=R, R), elle ne I'est pas
nécessairement sur tout l'intervalle de convergence (—R, R). L’exemple suivant illustre ce
point.

Exemple 8.26. Le rayon de Convergence de la série géométrique > 2 2™ est R = 1 et
converge ponctuellement vers —— sur (—1,1) (Exemple 8.20). Montrons que la convergence
n’est pas uniforme sur (—1,1). Soit (s,)22, la suite des sommes partielles de la série. Pour
tout n € N, la fonction s, : (=1,1) = R, s,(z) = 1 +x + 2% + --- + 2" est bornée, car
|sn(x)] < 14 |2+ -+ |2[" < n+ 1. En revanche, la fonction = n’est pas bornée, car
lim, 14 ﬁ = 00. Puisque toute limite uniforme de fonctions bornées est bornée (Proposition

7.7), la convergence n’est pas uniforme.

En revanche, il est parfois possible d’utiliser la convergence uniforme sur les segments
la,b] C (=R, R) pour déduire certaines propriétés sur tout 'intervalle (—R, R). Le prochain
résultat utilise cette approche.

Théoréme 8.27. Soit f(x) = Y " a,x" une série de puissances de rayon de convergence
R #0. La fonction f est différentiable sur (—R, R) et

o0
= E na,x" !,
n=1

pour tout x € (—R, R).

Démonstration. Soit b € (0, R). Montrons que les hypothéses du Théoréme 8.4 sont satis-
faites sur le segment [—b,b]. On doit d’abord montrer que la série Y > na,z™ ' converge

uniformément sur [—b, b]. Soit y € R tel que b < y < R. Alors Y, a,y" converge, donc la

161



suite (a,y")se,, converge vers zero. En particulier, cette suite est bornée (Proposition 2.15).
Soit M > 0 tel que |a,y"| < M pour tout n > 0. Pour tout « € [—b,b], on a

n—1 bnfl
— < nM — = %nr"‘l,
Yy Y

|nanx"_1\ = n|an||au|”_1 < n|an|bn_1 = nlapy"|

our = § < 1. La série > 7, %nr”_l converge par le test du rapport (Théoréme 3.13), car

M

=n+1)r" 1
lim %: lim <1+—>7“:7“<1.
n—00 ?nrn_ n—o00 n

Par le critere de Weierstrass (Théoréme 8.5), > 2 na,z™ ' converge uniformément sur

[—b, b]. Le Théoréme 8.4 implique alors que f est différentiable et que

0 d oo
f/( ) _ —ay, n _ . n—1
1y %dx& € ;na Y

pour tout z € [—b,b]. Puisque b € (0, R) est arbitraire, cette equation est valide pour tout
z € (—R, R). O

Le Théoréme 8.27 montre que la dérivée d’une série de puissances est aussi une série de
puissances. On peut donc réappliquer le théoréme sur cette dérivée, et ainsi de suite, pour
obtenir le prochain résultat.

Corollaire 8.28. Toute série de puissances f(z) = >~ a,z" de rayon de convergence

R # 0 est infiniment différentiable sur (—R, R) et

O ) =3 "nn—1)-(n—k+ a,a"™".

n=k

En particulier,
f™(0)

n!

Ay —

pour tout n € N.

8.4 Séries de Taylor

Dans la Section 5.5, nous avons introduit le Théoréme de Taylor (Théoréme 5.30), qui
dit qu’une fonction f est bien approximée prés d’un point zy par son polynéme de Taylor

! T " Zo ) (n) T .
P,(z) = f(xo)—l—#(x—xo)—kf é! )(x—xo) —|—---+fn—(!)(x—xo) :

Puisque chaque polynéme P, approxime de mieux en mieux la fonction f plus n est grand,
il est naturel de prendre la limite :

162



Définition 8.29. Soit f : D — R une fonction infiniment différentiable et soit o € D. La
série de Taylor de f centrée en xg est la série de puissances

n=0

Le prochain résultat donne un critére pour obtenir la convergence de la série de Taylor
de f vers f.

Théoréme 8.30. Soit f : [a,b] — R une fonction infiniment différentiable et soit xy € [a,b].
Sl existe un nombre M > 0 tel que | f™ (x)] < M pour tout n € N et tout x € [a,b], alors
la série de Taylor centrée en xy converge uniformément vers f sur [a,b].

Démonstration. La suite des sommes partielles de la série de Taylor est la suite (P,)%,
des polynémes de Taylor, donc on doit montrer que (P,)°, converge uniformémement vers
f. Soit x € [a,b]. Par le Théoréme de Taylor (Théoréme 5.30), pour tout n € N, il existe
¢ € (a,b) tel que

Fr ) (en)

1 1) (x — xo)”+1.

f(x) = Pu(z) +

Il s’ensuit que

f(n+1)(cn) . M|$ _ x0|n+1 M|b _ a|n+1
Pu(@) = £(@)] = |F— o (@ — )| < < ,
) = 1@l = | Ty =20 < = e = T
pour tout = € [a, b] et tout n € N. C’est-a-dire,
M|b _ a|n+1
P,—-fl<{—+—
pour tout n € N. Puisque lim,,_, % = 0, la suite (P,)2, converge uniformément
vers f. ]

Exemple 8.31. Montrer que la série de Taylor de sin(z) centrée en 0 est donnée par
i (=1)" 22t
!
“—~ (2n+1)!

et qu’elle converge vers sin(z) pour tout z € R.

Solution. Pour calculer la série de Taylor, il suffit de montrer que

sin®(0) =0 et sin®*V(0) = (-1)" (8.10)
pour tout n € N. On a
sin®(z) = cos®V(z) = —sin® 2 (z) = ... = (—1)"sin(x)
sin®" () = cos®(z) = —sin®V(z) = - = (=1)"sinM () = (—=1)" cos(z).

et on obtient donc (8.10) en évaluant & x = 0. La série converge vers sin(x) pour tout € R
par le Théoréme 8.30, car le dernier calcul montre que |sin®™ (z)| < 1 pour tout z € R. [
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Il n’est pas toujours vrai que la série de Taylor d’'une fonction f converge vers f. Un
exemple classique est le suivant.

Exemple 8.32. Soit

e MV Gia£0
[ R—R, f(:r):{() G0 (8.11)
Nous allons montrer que
f™(0) =0, pour tout n. (8.12)

Il s’ensuira que la série de Taylor de f est 0 et donc ne converge pas vers f. Montrons (8.12)
par récurrence sur n. Le cas ot n = 0 est donné par la définition de f. Supposons que
f(0) = 0 pour un certain n. Alors,

(n) — f(n) (n)
FoD(Q) = i @ =IO, ST
z—0 x—0 z—=0 X
I1 suffit ainsi de montrer que
. f(x)
1111(1) =0 (8.13)
T— T

pour tout n. Pour montrer (8.13), montrons d’abord que pour tout n € N, il existe un
polynéme p,(x) de degré 3n tel que

fO () = eV pa (1)) (8.14)

pour tout x # 0. On procéde par récurrence. Le cas o n = 0 est trivial. Supposons que le
résultat est vrai pour un certain n. Alors,

FO ) = L g0 )

= (e pa(1/)

12 2 /a2 1
= 2 (1) — (1)

_ e <2pn(1/x) B p;(l/x)) -

3 2

= 671/x2pn+1 (1/1:)7

ot pui1(y) = 29°pa(y) — ¥?p,(y) est un polynome de degré 3n + 3. On a donc démontré
(8.14). Il existe ainsi des constantes ¢, > 0 telles que

f(")(x) - Cne—l/ﬂ
T — |x|3n+1
pour tout n € N et tout z € R tel que 0 < |z| < 1. Il suffit donc de montrer que
- 12 . . . .
lirngHofx‘;—i+1 = 0. Cela découle de I’'Exercice (7.14). En effet, ce dernier implique que

limy s 43"+ 1e™¥" = 0 car y?* e ¥ <y +e=¥ pour tout y > 0, et donc lim,_q (1/]2])

0. On a donc (8.13).
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Remarque 8.33. Il existe également une fonction telle que sa série de Taylor centrée en
0 diverge pour tout x # 0. C’est-a-dire que le rayon de convergence d’une série de Taylor
peut étre zéro. Plus généralement, un résultat connu sous le nom de théoreme de Borel dit
que toute série de puissances »  ~a,z" est la série de Taylor d'une fonction. Autrement
dit, pour toute suite (an)go o de nombres réels, il existe une fonction infiniment différentiable

f R — R telle que )(0) = a, pour tout n. En particulier, en posant a,, = n!, on obtient
une fonction dont sa série de Taylor diverge en tout point x # 0 (Exemple 8. 14)

8.5 Séries de Fourier

Rappelons qu’une fonction f : R — R est périodique s’il existe un nombre T > 0 tel
que f(x +T) = f(x) pour tout z € R. Dans ce cas, le nombre T est appelé période de
la fonction f. Une fonction périodique est donc entiérement déterminée par sa restriction
sur un segment [a,b] tel que b — a = T'. En effet, toute fonction f : [a,b] — R telle que
f(a) = f(b) détermine une unique fonction périodique f R — R de période T telle que
f lia,y) = f- La fonction f est obtenue par translation de f, ¢’est-a-dire,

f(w) = f(z —nT)
sixz € [a+nT,b+ nT] ou n € Z. La fonction f est appelée extension périodique de f.

Exemple 8.34. Soit f : [-7,7] = R, f(z) = |z|. Puisque f(—7) = 7 = f(7), la fonction
f détermine une extension périodique f : R — R de période 27. Cette fonction est appelée

onde triangulaire :

La classe des fonctions périodiques occupe une place essentielle en mathématiques et en
physique, notamment dans des domaines tels que le traitement du signal (ondes sonores, etc.),
la théorie des équations différentielles (en particulier I’équation de la chaleur et I’équation
des ondes), et bien d’autres.

Bien qu’il soit possible d’étudier les fonctions périodiques a 'aide des séries de Taylor,
ces derniéres ne sont pas bien adaptées a ce contexte. En effet, déterminer si une série de
puissances est périodique est un probléme difficile, car aucun des termes de la série n’est
lui-méme périodique.

Pour surmonter cette limitation, les mathématiciens, et notamment Joseph Fourier, ont
développé un autre type de série de fonctions plus adaptées aux fonctions périodiques. L’idée
fondamentale est de remplacer les puissances z" par des fonctions qui sont naturellement
périodiques de période T, c’est-a-dire,

cos(ZTRL) et sin(2EAL) (8.15)

pour n € N. Une série de Fourier est alors une série de fonctions de la forme

—1—2 @y, coS(ZZEL) + by, sin(2Z2L))

n=1

-0
2
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ou a,, b, € R. Dans cette section, nous associerons a toute fonction périodique et intégrable
f une série de Fourier et étudirons la convergence de cette série vers la fonction f.

Un autre avantage de cette approche est que la série de Fourier est définie pour toute
fonction intégrable, contrairement a la série de Taylor qui requiert que la fonction soit infi-
niment différentiable. De plus, la série de Fourier est définie sur ’ensemble des réels, alors
que la série de Taylor est généralement définie uniquement sur un intervalle de convergence
(—R,R).

Le résultat suivant sera utile dans notre analyse de la convergence des séries de Fourier.
I1 dit que l'intégrale d’une fonction périodique de période T peut étre réalisée sur n’importe
quel segment de longueur 7" sans en changer le résultat.

Proposition 8.35. Soit f : R — R une fonction périodique de période T'. Si [ est intégrable
sur [0,T], alors f est intégrable sur tout segment [a,b] de longueur T et

/abf(x)dx _ /OT F(@)da.

Démonstration. Puisque [a, b] est de longueur T, il existe n € Z tel que nT' € [a, b]. Il s’ensuit
que a < nT' <b=a+T et donc que

0<a—(n—1)T<T.

Par l'intégration par substitution (Théoréme 6.34) avec ¢ : [nT,a+T] = R, ¢(t) =t —nT
et v :[a,nT] — R, p(t) =t — (n—1)T, respectivement, on trouve que

/0 " b /0 T e+ / f f()dz

b - (n—1)T
- / f(t —nT)dt + / [t = (n—1)T)dt
nT a

:/a+Tf(t)dt+ Tf(t)dt

nT a
b
- / F(1)dt. O

Pour simplifier la notation, nous allons maintenant nous restreindre au cas ot la période
est T' = 27. Les fonctions périodiques élémentaires (8.15) sont donc simplement cos(nz) et
sin(nx).

Définition 8.36. Un polyndéme trigonométrique est une fonction de la forme

N
f:R—R, f(x)= % + Z(an cos(nz) + by, sin(nz)), (8.16)
n=1
ol ag,...,ay,by,...,by € R sont des constantes.
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Il est clair que tout polyndéme trigonométrique est périodique de période 27. Pour motiver
la définition de la série de Fourier d’une fonction, montrons d’abord comment retrouver les
coefficients a,, b, d’un polynéme trigonométrique a ’aide d’intégrales. Cela nécessitera les
deux lemmes suivants.

Lemme 8.37. Pour tout n € Z, on a

o 2 'n =0
/ cos(nx)dx = g SZ_ "
0 0 sin # 0.
2
/ sin(nz)dr = 0.
0

Démonstration. Cela découle directement du théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral (Théoréme 6.32). O

Lemme 8.38. Pour tous m,n € N, on a

1 2 1 y —
—/ cos(mx) cos(nx)dr = { sme=n
0

T 0 sim#n

1 2m
—/ cos(ma) sin(nz)dx = 0
0

T
%/O% sin(ma) sin(nzx)dx = {(1) Z Z ; Z

Démonstration. Par (4.7), on a
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(3) (8.17)
cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(f), (8.18)

donc
cos(a) cos(B) = %(cos(oc + B8) + cos(a — B3)).

Par le Lemme 8.37, on a donc que

2

/0 ’ cos(mzx) cos(nx)dr = o ), (cos((m +n)z) 4 cos((m — n)x))dx

1 27

™

=5 i cos((m — n)z)dx

_J1 sim=n
10 sim#n.

sin(a + ) = sin(«) cos(f) + cos(a) sin(5)

sin(a — ) = sin(a) cos(f) — cos(a) sin(p)

De méme, par (4.6), on a
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donc

sin(a) cos(B) = %(sin(a + ) + sin(a — 5)). (8.19)
Il s’ensuit par le Lemma 8.37 que
1 /27T sin(maz) sin(nz)dx = L 27r(sin((m +n)z) + sin((m — n)zx))dx = 0.
T Jo 2m

Finalement, (8.17) et (8.18) montrent que

sin(a) sin(8) = %(COS(O& — B) —cos(a+ f))

donc
2 1 2
— / sin(maz) sin(nz)dx = — (cos((m —n)x) — cos((m + n)z))dx
™ Jo 27 0
1 27
= — cos((m — n)z)dx
2 Jo
1 im =
_ sim=n -
0 sim#n.

Il s’ensuit que si f est un polynéme trigonométrique donné par (8.16), alors

/ f(z) cos(nz)dz (8.20)

b, = — f( ) sin(naz)dz, (8.21)
T Jo
pour tout n.
Soit f : R — R une fonction périodique de période 27 et intégrable sur [0, 27] (et donc
sur tout segment de longueur 27 par la Proposition 8.35). Dans ce cas, les intégrales (8.20)
et (8.21) sont bien définies (Théoréme 6.27) ce qui améne a la définition suivante.

Définition 8.39. Soit f : R — R une fonction périodique de période 27 et intégrable sur
[0, 27]. Alors, les nombres ag, a1, as, . .. et by, by, b, . .. donnés par (8.20) et (8.21) sont appelés
les coefficients de Fourier de f. La série de fonctions

?0 g a, cos(nx) + b, sin(nx))

est appelée la série de Fourier associée a f.
Par le Lemme 8.38, on obtient immédiatement :

Proposition 8.40. La série de Fourier d’un polynome trigonométrique f est f. C’est-a-dire,
si f est donné par (8.16), alors a, = X 027r f(x) cos(nz)dx et b, = L Ozﬂ f(z)sin(nz)dx pour
tout n. 0
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Exemple 8.41. Soit f : R — R l'onde triangulaire donnée dans I'Exemple 8.34, c’est-a-
dire, I'unique fonction périodique de période 27 telle que f(x) = |z| pour tout x € [—m, 7).
Calculons la série de Fourier de f. Par la Proposition 8.35, on peut calculer les intégrales sur
le segment [—m, 7| plutot que [0, 27]. On a donc

I 1[0 I
an = —/ || cos(nx)dz = ——/ x cos(nz)dr + —/ x cos(nz)dz.
@ 0

™ J)_x —m @

Si n =0, on trouve que

1[0 I
aoz——/ xdm—i——/ zdr =
T ) . T Jo

Pour n # 0, on utilise 'intégration par parties (Théoréme 6.37) avec u(x) = x et v(x) =
L gin(nz). Pour tous a,b € R tels que a < b on a

n

ro |

+7T
— =17
2

/a ' ¢ cos(nz)d — / ' e ()
— u(B)o(b) — ula)o(a) — / ' @yola)d
= Vsin(nb) — L sin(na) ~ / ’sin(na)ds
_ %(bsin(nb) _ asin(na)) + %(Cos(nb) _ cos(na)).

Ainsi, pour n > 1, on a que

11 11 2((=1)" =1 0 i t pai
an = —=— (1 —cos(nm)) + ——(cos(nm) — 1) = 2= 2 ) _ { A S? nes Palr ‘
™n ™n nem —2,. Sl n est impair.
De méme,
[ . 1[0 1 /"
by, = — |z|sin(nz)dr = —— [ wsin(nx)de + — | zsin(nx)dz.
T —T ™ —Tr n 0
Par la substitution t = —z dans la premiére intégrale, on trouve * f: zsin(nz)de = —= [z sin(nz)dz,

donc b, = 0 pour tout n. Il s’ensuit que la série de Fourier de 'onde triangulaire est donnée
par

T %i cos((2n + 1)x)

2 (2n + 1)2 (8.22)

La prochaine figure illustre les sommes partielles pour n = 1,2, 3, c¢’est-a-dire, les fonction
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%COS(Z’), % %(COS(I) + coS(3m))’ et % 4(COS<$) + % + 0052(552?))'

Nous verrons plus loin que la série (8.22) converge ponctuellement vers f (Théoréme 8.47).
De plus, on remarque ici que la série converge uniformément par le critére de Weierstrass

cos((2n+1)z) 1 00 1
(2n+1)2 < (2n+1)2 et X a0 @ny1)z Converge.

car

Soit f : R — R une fonction périodique de période 27 et intégrable sur [0, 27] et soit
)
5 Z a, cos(nx) + b, sin(nx))

sa série de Fourier. Nous allons montrer plus bas (Théoréme 8.47) que si f est lipschitzienne
(Définition 4.43), alors sa série de Fourier converge ponctuellement vers f. Pour y arriver,
nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.

Soit ()%, la suite des somme partielles de la série de Fourier de f, c’est-a-dire,

Sp:]0,27] — R, s,(x) = %o 4 Z(ak cos(kx) + by sin(kx)),

2
k=1
pour tout n € N.

Proposition 8.42. On a

2 n 2T
DY@+ < [ fla)de. (8.23)
k=1 0

pour tout n € N. En particulier,

lima,=0 et lim b, =0.
n—oo n—oo
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Démonstration. Par définition, on a

l/o ﬂsn(x)f(x)d:c = E x)dr + Z L / ’ f(z) cos(kx)dx +— b f( ) sin(kx)dx

7r 2m 0

2
= % - Z(ai + b7).
=1

Puisque s,, est un polyndéme trigonométrique, le méme calcul en remplacant f par s, et en
utilisant la Proposition 8.40 montre que

1 27
— 52
7T/0 $n() +Z +

Il s’ensuit que

U@ s =~ [ =2 @) + su(w)da

T
1 27 2 n
= — / f(z)?dx — % + (a; +07) | .
T Jo 2 —

Puisque l'intégrale du coté gauche est plus grande ou égale a zéro (Proposition 6.30), on
obtient I'inégalité (8.23). En particulier, par la Proposition 3.10, la série > >7 (a2 + b2) est
convergente, car ses termes sont > 0 et (8.23) montre que sa suite des sommes partielles
est bornée. Il s’ensuit que lim,, (a2 + b2) = 0 (Théoréme 3.4). Puisque 0 < a2 < a2 + b2
et 0 < b2 < a? + b2 pour tout n, le théoréme du sandwich (Théoréme 2.10) implique que
lim,, 500 a2 = 0 et lim,,_,, b2 = 0 et donc que lim,, o a, = 0 et lim,,_,, b, = 0. ]

Corollaire 8.43. Soit h : R — R une fonction périodique de période 27 et intégrable sur
0, 27]. Alors,

2m 2m
lim h(z)cos(nz)de =0 et lim h(z)sin(nz)dx = 0.

La prochaine fonction joue un roéle important en analyse de Fourier en raison de la
Proposition 8.46.

Définition 8.44. Le noyau de Dirichlet est la fonction
D,:R— R, D,(x)=1+42cos(x)+ 2cos(2x) + --- + 2 cos(nx).

Lemme 8.45. On a
sin((n + 3)z)

Dy(z) = 2V
(=) sin(3)
Démonstration. Par (8.19), on a que

2sin(%) cos(kx) = sin(@) _ Sin(@k;l)x)
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pour tout k. Il s’ensuit que

sin(3) Dy (z) = sin(5) + 2sin(3) cos(z) + 2sin(5) cos(2x) + - - - + 2sin(3) cos(nw)

= sin(§) + (sin(%) - sin(%)) + (81n(5’”) Sln(3$)> +-t (Sin(W) - sin(@))
(2

= sin(

Proposition 8.46. On a

1 2w

Sp(x) = o /. f(z —t)D,(t)dt.

pour tout n et tout x.

Démonstration. En applicant la définition des coefficients de Fourier a,, et b,, on obtient

sp(T) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))

- iﬂ/o Ft)dt + ’; (%/0 f(t) cos(kt)dt) cos(kx) + ’; (%/0 ft) Sin(/ft)dt> sin(kx)
= iﬂ /27r f(t)dt + i % /% f(t) (cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kx)) dt
0 v T Jo

Par (8.18), on a que
cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kx) = cos(k(x —t))

et donc

sp(x) = % f(t)dt + Z / ) cos(k(z —t))dt

/ F(t)Da( — )t

A P’aide de I'intégration par substitution (Théoréme 6.34) avec ¢ : [0,27] — R, ¢(t) = 2 —t,
cette derniére intégrale se réécrit

ol la derniére égalité découle de la Proposition 8.35. O
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Théoréme 8.47. Si f : R — R est périodique de période 27 et lipschitzienne (Définition
4.483), alors sa série de Fourier converge ponctuellement vers f.

Démonstration. Remarquons que, par le Lemme 8.37,

1 21 1 21 1 27 1 21
— D, (t)dt = —/ dt + —/ cos(t)dt + —/ cos(2t)dt + - - - +
0 21 Jo T Jo T Jo

2

1 27
- / cos(nt)dt
0

™

:—27T+0+0+ +0
21

=1

Il s’ensuit que pour tout = € R,

o) = 0 = 5 [ sta =it~ 5 [ st

"(Fla— 1) — f@)Da(t)dt

= flz—t) = f(z)
27T sin(t/2)

:%

sin((n + 3)t)dt. (8.24)

Il sera alors utile d’analyser la fonction

fla—t)—f(z) :
S Si0 <t <2
:[0,27] — R, g(t) =< 02
9:1 ] 9(t) {0 sit=0out="~2r.
Montrons que g est bornée. Puisque f est lipschitzienne, il existe un nombre ¢ > 0 tel que

[f (@) = f(y)] < clx —y]

pour tous z,y € R. Il s’ensuit que pour tout ¢ € (0, 7,

_ | fa—t) = fl=)
sin t/2)

cf(x —t)—z] ] 2c

- sin(t/2) |
t/2

|sin(¢/2)]  |sin(t/2)]

sin(t/2)
t/2
tout ¢t € (0, 7] on a que

‘f (2r —t)) = f(=)

Puisque lim;_, = 1 (Exemple 4.48), la fonction g est bornée sur [0, 7]. De méme, pour

clt| 2¢

- sin(¢/2) |’
/2

lg(2m

sin 27r2 t)

B 'f(x+t) — f@)
sin(t/2)

= [sin(t/2)]

donc g est aussi bornée sur [, 27]. La fonction g est donc bornée sur [0, 27 et continue sur
(0,27). Par la Proposition 6.13, g est intégrable. Par (8.24) et (4.6), on trouve alors que

sule) = @) = 5 [ ate)sinin+ hjat
— % " g(t) cos(%) sin(nt)dt + % ﬂg(t) sin(%) cos(nt)dt.

173



Par le Corollaire 8.43 avec h(t) = g(t) cos(3) et h(t) = g(t) sin(%), on conclut que

lim (s, (z) — f(2)) =0,

n—o0
c’est-a-dire, (s,)22, converge ponctuellement vers f. ]

Exemple 8.48. Montrons que la série de Fourier de I'onde triangulaire f : R — R (Exemple
8.41) converge vers f. La fonction valeur absolue est lipschitzienne de constante ¢ = 1 car
lzl =Wl <Mz =yl = —lz—y| <|z] = [y] < |z -yl

— —le—yl <zl =yl et |z] =]yl <]z —y]

=yl <lzl+|z—yl et [z] <|z—y[+]yl]
Les deux derniéres inégalités découlent de 'inégalité du triangle (Théoréme 2.3) car

lyl = o+ (y —2)| < | +ly — 2] = |z| + |z — 9]
et
] = |(z —y) +yl < |z —y[+[yl.

Il s’ensuit que l'onde triangulaire f est lipschitizienne. Par le Théoréme 8.47, la série de
Fourier trouvée dans I’Exemple 8.41 converge vers f, c’est-a-dire

T A ~cos((2n+1)z)
5_%2 @n+12 2

pour tout x € [—m, 7.

Soit [a,b] un segment de longueur 27 et f : [a,b] — R une fonction intégrable telle que
f(a) = f(b). Par la Proposition 8.35, les coefficients de Fourier de 'extension périodique de
f sont donnés par

b b
= %/ f(x)cos(nz)dr et b, = %/ f(x) sin(nx)dzx. (8.25)

On définit ainsi la série de Fourier de f comme la série de Fourier de son extension
périodique, c’est-a-dire, la série de fonctions

o0

50 z:l a, cos(nx) + b, sin(nx))

ou a, et b, sont donnés par (8.25).

Théoréme 8.49. Soit [a,b] un segment de longueur 27 et f : [a,b] — R une fonction telle
que f(a) = f(b) et f" et f" existent et sont continues. Alors, la série de Fourier de f converge
uniformément vers [’extension périodique de f.
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Démonstration. Puisque f’ est continue sur un segment [a, b], la fonction f’ est bornée (Théo-
réme 4.34). 1l s’ensuit que f est lipschitzienne (Théoréme 5.17). On a donc par le Théoréme
8.47 que la série de Fourier % +>"> | (a, cos(nx)+ b, sin(nz)) de f converge ponctuellement
vers f. Il reste & montrer que la convergence est uniforme, ce que nous obtiendrons a ’aide
du critére de Weierstrass (Théoréme 8.5). Par 'intégration par parties (Théoréme 6.37) avec

u(z) = f(z) et v(x) = M on a que

ay = %/ f(z) cos(nz)
_1 ( b)sin(nb)  f(a)sin(na) _/ () sin nx)dﬁ)

™ n n

1o,
= —— s d
o ), f'(x) sin(nzx)dz,
ot 'on a utilisé pour la derniére égalité que f(b) = f(a) et sin(nb) = sin(na+27wn) = sin(na).
Une autre application de I'intégration par parties avec u(z) = f'(z) et v(z) = % donne
que

. % ( f/(b)cos(nb)  f(a)cos(na) 1 / () cosna) dx)

n n

_ (( F/(b) — f'(a)) cos(na) — / () cos(nx)daz>. (8.26)

n2mw

Puisque f” est continue sur un segment [a, b, elle est bornée (Théoréme 5.17). 11 existe donc
une constante M > 0 telle que |f”(z)| < M pour tout = € [a, b]. Par la Proposition 6.30,
//(

x) cos(nzx)dz| < 2w M.

Il s’ensuit que

anl < = (1£(8) — f/@)] + 20 = 5,

ot ¢ = L B=1 ;&“”“”M. Une analyse similaire montre aussi que
b, < ﬁ
pour tout n. Il s’ensuit que
2c
|ay cos(nx) + by sin(nz)| < —.
n

Puisque "7, 2 converge (Exemple 3.12), le critére de Weierstrass (Théoréme 8.5) implique
que la série de Fourier converge uniformément. Par le Théoréme 8.47, la limite est ’extension
périodique de f. O
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Exemple 8.50. Soit f : R — R l'extension périodique de la fonction
fil-m7] —R, f(x)=2?

telle qu’illustrée ici :

Puisque f'(x) = 2z et f"(x) = 2 existent et sont continues, la série de Fourier de f converge
uniformément vers f par le Théoréeme 8.49. Calculons cette série de Fourier. On a

1 s 3 _ (_--\3 22
ao:_/ 2gp = T (=) 2
L 3T 3

Pour n > 1, par (8.26), on trouve que

K

= <<27T — (=27)) cos(nr) — /

n-m o

4(—1)"

2

n

2cos(nx)dx) -

Une analyse similaire montre que b,, = 0 pour tout n. Ainsi, la série de Fourier de f est

2 = (—=1)"cos(nz)
Ty N )t
A

et converge uniformément vers I'extension périodique f. En particulier,

72 = (=1)"cos(nz)
§+4;T:x (8.27)

pour tout x € [—7, 7w]. La figure suivante illustre les quatre premiéres sommes partielles.
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Une application intéressante des résultats ci-haut est obtenue en évaluant (8.27) a = = 7.

On trouve ainsi que
w2 =1 9
— 44 — ="
3 HZ:; n?

Apres simplifications, on obtient la célébre formule trouvée par Euler en 1734

RIS U SRS P s (8.28)
22 32 42 52 6 ‘

Le probléme de trouver une valeur explicite pour la série au coté gauche de (8.28) a été posé
pour la premiére fois en 1650 par Pietro Mengoli et a donc été résolu seulement 84 ans plus
tard par Euler. Il s’agissait d’un probléme important a I’époque.
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8.6 Exercices

(8.1)
(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)
(8.8)

(8.9)
(8.10)

(8.11)

(8.12)

Montrer que la série de fonctions Y, m converge uniformément sur R.

Montrer que la série de fonctions ) (1 —x)z™ converge ponctuellement sur [0, 1],
mais pas uniformément.

Montrer que

o) . o
d Z sin nx Z COSNT
dx n3 n?
n=1 n=1
pour tout x € R.
;. n
Trouver tous les nombres a > 0 tels que la série > £
- n
sur [—a, al.

converge uniformément

Montrer que
1 1 1
l——4-—=+4-..=1n2
> 371" "
a I'aide d’un raisonnement semblable & celui de I’'Exemple 8.8. (Indice : Int =

pour tout ¢ > 0.)

tdr
1 z
Montrer que

s

= 1
li = )
Mnd e T

(Indice : utiliser (8.2) et un argument semblable a celui de la section 7.6).

Trouver le rayon de convergence de la série Y > 5"n?x".

Terminer la démonstration du Théoréme 8.19 dans le cas ou R = 0. C’est-a-dire,

an

montrer que si lim,,_, s
n

= 0, alors la série >~ a,2" converge seulement si
r=0.
Terminer la démonstration du Théoréme 8.22 dans le cas ou L = oo.
Trouver le rayon de convergence des séries suivantes.
(a) > ono(22)"
(b) Y22 o(~1)"(n + )"
Soit la fonction

fiR—R, f(a:):/OISitﬂdt.

Trouver la série de Taylor de f centrée en 0 et son rayon de convergence.

. L. . n
Soit la série de puissances )~ Ty

(a) Trouver son rayon de convergence R.

(b) Montrer que la série converge aux deux bornes +R de son intervalle de conver-
gence.

(c) Montrer que la série converge uniformément sur [—R, R].
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(8.13)

(8.14)

(8.15)
(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

L. —1)ngm . . .
Montrer que la série Y~ ED e converge pas uniformément sur son intervalle

n+1
de convergence.
Soit Y, a,z" une série de puissances ol a, # 0 pour tout n. Le Théoréme 8.19

dit que s¢ la limite lim,,_, = R existe ou est égale a 'infini, alors R est

n
An+41
le rayon de convergence. Donner un exemple ou la limite n’existe pas et n’est pas
égale a 'infini. Déterminer le rayon de convergence de cet exemple.

Trouver une fonction infiniment différentiable f : R — R telle que sa série de Taylor
centrée en 0 converge vers f pour x < 0, mais pas pour x > 0.

Soit EZO:O a,x™ une série de puissances. Supposons qu’une infinité de termes a,,
sont des entiers positifs. Montrer que le rayon de convergence satisfait R < 1.

Soit f(x) = > o Frr1z™ ou (F,)22, est la suite de Fibonacci (Exemple 2.2(5)).
(a) Trouver le rayon de convergence R de f(x).
(b) Montrer que f(x) = —L— pour tout z € (=R, R).

1—xz—x2

Soit f : R — R I'extension périodique de la fonction
[-m, 1] — R, =+ zsinz.

Trouver la série de Fourier de f et montrer qu’elle converge uniformément vers f.
Evaluer en x = 7/2 pour déduire que

w_1+1 1+1 1+ 1
4 2 1-3 3-5 5-7 7-9 9-11

Soit f : R — R une fonction périodique de période 27 telle que f’ et f” existent et
sont continues. Montrer que pour tout € > 0 il existe un polynéme trigonométrique
g tel que |f(z) — g(z)| < € pour tout x € R.
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